Cislo 5 Letny semester 49. ro¢nika (2024,/2025)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Tvojmu pohladu zjavne neuniklo d'algie vydanie STROMu, v ktorom néjdes nielen poradie po prvej sérii tohto semestra,
ale aj naSe vzorové rieSenia. Nezabudaj vSak, Ze sme eSte len v polcase, tak uréite nepolavuj a pusti sa do druhej série.
S radostou ocakavame tvoje dalsie rieSenia!

STROMACI

Tabor mladych matematikov

Drahy riesitel, ak si prvak (alebo mladsi) a premyslas, ¢o s ¢asom pocas letnych prazdnin, mame pre teba dobré spravy!
Uz vieme, kedy a kde sa bude konat TMM, teda Tabor mladych matematikov! V kalendari si rezervuj 20. az 27. jila
2025, pretoze prave vtedy sa ocitneme na Chate Hamor pri Kokave nad Rimavicou na najuzasnejSej akcii roka. Pozvanku
s odkazom na prihlasovanie néjdes na stranke.

Nevies, ¢o je TMM? Tabor mladych matematikov je ako ststredenie, avSak je dlhsie, takZe o tol'ko lepsie! Viac informacii
a aj samotni pozvanku a prihlasovanie nadjdes na https://seminar.strom.sk/tmm/.


https://seminar.strom.sk/tmm/
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1 Opravovali: Kalista Semancova a Natalia ,,Taly* Polia¢ikova I
e Pocet rieSeni: 42 NajkrajSie rieSenie: Jan Metenko 1

Kladné celé ¢islo volame Mihdlovo, ak kazdéa dvojica susednych cifier je delitelna bud &islom 19, alebo 21 (napriklad 7638 je
Mihdlovo &islo, lebo 76 je nasobok &isla 19, 63 je nasobok ¢isla 21 a 38 je nasobok ¢&isla 19). Kolko 2025-cifernych Mihdlovijch
Cisel existuje?

RieSenie

Za¢nime tym, Ze si vypiSeme dvojice cifier, ktoré tvoria ¢islo delitelné 19 alebo 21. Pre 19 su to dvojice cifier 00, 19, 38,
57, 76, 95 a pre 21 su to dvojice 00, 21, 42, 63, 84. Je vSak dolezité poznamenat, Ze dvojica cifier 00 sa v 2025-cifernom
Mihalovom ¢isle urcite nemdze vyskytnut, pretoze to je jedina dvojica obsahujuca nulu, a teda ak by sme ju umiestnili na
hocijaké miesto v 2025-cifernom Mihélovom ¢isle, mohli by sme vytvorit iba &islo zlozené z 2025 niil, ¢o vSak, samozrejme,
nepovazujeme za 2025-ciferné ¢islo.

Dalej si mozeme vSimnut, Ze pre zvy$nych 9 dvojic cifier plati, Zze kazda z cifier 1 az 9 sa nachadza na mieste desiatok aj
na mieste jednotiek v prave jednej z dvojic. To znamené, Ze ak si zvolime niektoru z dvojic, vieme jednoznac¢ne uréit, ktora
dvojica musi nasledovat za hou aj pred fiou (ak sa nenachadza na zaciatku alebo na konci Mihalovho &isla). Dostévame tak
cyklus toho, ako budu za sebou cifry nasledovat, konkrétne 1, 9, 5, 7, 6, 3, 8, 4, 2, 1, 9, 5 a tak dalej.

Pre jednoznac¢né urcenie 2025-ciferného Mihalovho ¢isla nam teda staci uréit jeho prvi cifru — d'algie uz budeme moct odvodit
z pravidla spomenutého vyssie, az dokym sa nedostaneme po 2025. cifru. KedZe vyberame z cifier 1 az 9, na prvu poziciu
moZeme dat jednu z 9 moZnych cifier a existuje prave devat roznych 2025-cifernych Mihalovych &isel.

Komentar

Vicsina mala rieSenie super, iba vam chybala dvojica cifier 00, o ktorej ste vobec neuvaZovali. Teda treba sa zamysliet nad
vSetkymi moZnostami.

2 Opravovali: Matas Libak a Ondrej Kralik I
e Pocet rieseni: 33 Najkrajsie riesenie: Filip Findorak | __ -

Majme kladné celé ¢isla 1 < 21 < 29 < &3 < -+ < ZTggas. Pre i € {1,2,...,2025} definujme
() () (o 2)
m; = | 1 — — o — — | ...\ Ty —— |-
T T2 €q
Najviac kol'ko z ¢isel my, ma, ms, ..., magas moze byt celych?
Riesenie

Najprv ukaZeme, Ze m; nemoze byt celé: Totiz m; = x1 — 1 /21, pricom z; je kladné celé ¢islo vadsie ako 1. To znamena, ze
1/x1 musi byt tiez kladné, ale mensie ako 1, teda nie celé. TakZe aj ich rozdiel musi byt nie cely.

Teraz indukciou dokaZzeme, Ze ostatné ¢leny m; budu celé a v tvare m; = ¢; - (i +2), kde ¢; € Z, pre pripad x; = i+ 1: V3etky
nasSe x; zjavne splhaji podmienku v zadani. NasSe ¢leny si upravime:

T4 T; ; 1+1
Indukény predpoklad pre ¢ = 2:
B i-(i+2)
|
1-3 2-(i+2)
mo — — + ——— =
2T 3
mg =1-(i+2)

m2:4
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V tomto pripade co = 1, a teda ms je v pozadovanom tvare.

Indukéné tvrdenie:

1
Mip1 =m; - (Tiy1 — )
Tit1
i+1-(1+3
mi41 = C; - (Z + 2) #
mi41 =G ( 1) (’L + 3)
KedZe i + 1 je celé &slo, mozeme povedat, Ze ¢;11 = ¢; - (¢ + 1), a zachovat platnost ¢;11 € Z.
Mi+1 = Ciy1 - (Z )
Mit+1 = Cit1 - ((Z )

Teda sme dokondili indukeiu.

Pri nasej postupnosti od x1 do zap25 pre kazdé i > 1 plati, ze m; 1 € Z. Takze az 2024 ¢isel m; moZe byt celych.

3 Opravovali: Mirka Horvathova a RiSso Vodicka I
o DPocet rieeni: 38 Najkrajsie rieSenia: Michal Ferdinandy a Tomas Sukel | _____ -——m

V pravouhlom trojuholniku ABC je @ péta vysky z vrcholu C na preponu AB. Polomery kruznic vpisanych do trojuholnikov
ABC, AQC a QBC ozna¢me zaradom r, 1, ro. Dokazte, ze |CQ| =r1 + 12 + 1.

RiesSenie
Ozna¢me si stredy kruZnic vpisanych do trojuholnikov ABC, AQC a QBC postupne S, S; a Ss.

C

A B
Q

Uvedomme si, ze obsah trojuholnika ABC' vieme vypocitat ako |AB| - |CQ|/2. To znamena, ze ak chceme ukazat, ze
|CQ| = r1+re+r, staci nam dokazat, ze |AB| - (r1 +r2+71)/2 = |AB|-|CQ|/2, ¢o je obsah trojuholnika ABC'. Lavu stranu
tejto rovnosti si vieme roznasobit a rozdelit na sudet viacerych zlomkov |AB|-r1/2+ |AB|-r2/2 + |AB|-r/2.

V trojuholniku ABS je kolmica z vrcholu S na stranu AB polomerom kruznice vpisanej do trojuholnika ABC, ¢ize ma dizku
r. Zaroven je vSak vyskou v tomto trojuholniku, a teda obsah trojuholnika ABS vieme vyratat ako |AB| - r/2. Podobne
dokéazeme, 7e Saps, = |AB|-r1/2 a Saps, = |AB|-r2/2. Ak sa vratime teraz k rovnosti, ktora sa snazime dokazat, zistime,
Ze nam uz staci ukazat len, Ze Saps + Saps, +Saps, = Sapc-

Usetky AS, BS a CS nam rozdelia trojuholnik ABC na tri trojuholniky ABS, BC'S a C AS.

C




2024/2025 4 STROM

Trojuholniky ACQ a ABC st podobné, lebo maju jeden spolo¢ny uhol pri vrchole A a oba st pravouhlé. Podobnost
trojuholnikov dava do rovnakého pomeru nielen dizky stran, ale aj velkosti polomerov kruznic do nich vpisanych. Plati teda
|AB|/|AC| = r/ry, z ¢oho po vynasobeni celej rovnice |AC| a ry plynie |AB|-ry = |AC| - r. Vieme, Zze Saps, = |AB|-r1/2,
a podobnym sposobom vieme zistit, ze Scas = |AC| - r/2. Kedze |AB| -1 = |AC| - r, tak Saps, = Scas.

Analogicky bude aj Saps,=Spcs. Dosadenim do dokazovanej rovnosti dostavame Saps+Saps, +SaBs, = Saps+Scas+
SBos = Sapc, ¢o plati, lebo ako sme uZ povedali, trojuholnik ABC' je rozdeleny na trojuholniky ABS, BCS a C'AS.

Iné rieSenie

Pozrime sa na trojuholnik ABC' a jeho vpisant kruznicu. Oznac¢me si body dotyku tejto kruznice so stranami AB, AC' a BC
postupne D, FE a F a jej stred S.

Usectka CS je osou uhla ACB, a preto uhly SCE a SCF maju rovnaki velkost. Trojuholniky CSE a C'SF budu zhodné,
kedZe okrem tejto dvojice rovnako velkych uhlov maji spoloént stranu CS a pravy uhol pri vrcholoch E a F. Teda
|CE| = |CF|. Okrem toho je vsak uhol AC'B pravy, ¢ize uhly EC'S a FCS maju 45°. Lahko dopo¢itame, Ze aj uhly CSE
a CSF majua 45°. Trojuholniky CSE a CSF st preto rovnoramenné a z toho |CE| = |CF| =r.

Analogicky vieme dostat aj rovnosti |AD| = |AE| a |BD| = |BF|. Ak si oznaéime strany trojuholnika klasicky a, b, ¢, tak
dostaneme, 7e |AD| = |AE|=b—r a |BD| = |BF| = a—r. Z toho dostavame, 7e ¢ = a —r + b — r, a ked si vyjadrime r,
tak mame, ze r = (a+b—¢)/2.

Pri dokazovani sme nepouzili Ziadne iné vlastnosti trojuholnika ABC' ako to, Ze je pravouhly, a teda tento vzorec bude platit
pre kazdy pravouhly trojuholnik s odvesnami a a b, preponou ¢ a polomerom vpisanej kruznice r.

V na8ej tlohe mame tri pravouhlé trojuholniky s ich vpisanymi kruZznicami. St to trojuholniky ABC, ACQ a BCQ. Podla
nasho vzorca si vieme vyjadrit kazdy z polomerov r, r1, ro a dostaneme, Ze

AC|+ |BC| - |AB| | |AQ|+|CQ| - |AC| | |BQ|+|CQ|—|BC| _|AQ|+ |BQ|— |AB|+2|C
b by =] |+|2|| \+|Q|+\2Q\ | |+|Q|+\2Q\ |BC| _ [AQ| + | Q|2| | +2[CQ|

2|CQ
2

Zjavne viak |AQ| + |BQ| = |AB|, ¢ize r +ry +ro = = |CQ], ¢o je to, ¢o sme chceli dokazat.

Komentar

Mnohi z vas riesili tato tlohu druhym zo spdsobov a o vzorci 7 = (a + b — ¢)/2 len povedali, Ze plati. V tejto tlohe sme
za nedokazanie tohto vzorca nestrhavali body, no chceme vas tymto motivovat, aby ste sa nabudtce v rieSeniach zamysleli,
& by nejaky taky vzorec nebolo potrebné aj dokézat. Predsa len tento vzorec nie je az tak zndmy a v inej tlohe sa za to
pokojne body stahovat mozu.
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Opravovali: Martin ,,Smili“ Smiliiak a Lubo Vargovéik I
e Pocet rieSeni: 22 Najkrajsie rieSenie: Oliver Seman [ |

Nech k je kruznica s celo¢iselnym polomerom r, vo vnitri ktorej sa nachadza 4r tseciek dlzky 1. Dana je priamka p. Dokézte,
7e existuje priamka p’ rovnobezna s p alebo kolméa na p taka, Ze p’ pretina aspon 2 z danych tseéiek dlzky 1.

RieSenie

Zvolme Tubovolni priamku kolmi na p a nazvime ju ¢. Dalej uvazujme Tubovolna tsetku dlzky 1 a jej kolmé priemety na
priamky p a ¢. Ich dlZky si nazvime z a y.

Ked posunieme kolmé priemety tsecky k jej koncom, vidime, ze dlzky x a y st zaroveii dlzkami odvesien pravouhlého
trojuholnika s preponou dlzky 1. Z trojuholnikovej nerovnosti tak vyplyva, Ze  + y > 1 (rovnost by nastala v extrémnom
pripade, ked by bola tisetka rovnobezna s jednou z priamok).

V tlohe mame 4r takychto tseciek dizky 1. Ked teda s¢itame dizky kolmych priemetov vietkych z nich na priamky p a ¢,
dostaneme asponi 4r. Z toho plynie, Ze pre aspoi jednu z priamok p a ¢ musi platit, Ze sucet dlZok priemetov na fiu je aspon
2r (ak by toto neplatilo, sicet priemetov na p a g dokopy by bol menej ako 4r).

Dalej si uvedomme, Ze vietky kolmé priemety tsetiek na jednu z priamok musia lezat na tuseku dizky 2r, kedze 2r je dlzka
priemetu celej kruznice k na I'ubovolnu priamku a tsecky sa nachadzaju v jej vnitri. Ak si teraz zoberieme priamku, pre
ktoru plati, Ze sucet dizok priemetov tseciek na fiu je aspon 2r, tak vieme, 7e tieto priemety sa niekde musia pretnit. Existuje
teda bod na jednej z priamok, ktory patri priemetom aspon dvoch réznych tseciek. Kolmica na tato priamku vedena danym
bodom potom pretina obe tieto tsecky. Zarovein je uréite kolma alebo rovnobezna s p. Nasli sme priamku splhajacu obe
podmienky zo zadania a tym je tiloha dokizané.

Komentar

Vicsina dostala spravny népad, Ze treba robit priemety do dvoch na seba kolmych priamok tak, ako je popisané vo vzo-
rovom rieSeni. Casto ste v8ak nepovaZovali zdielanie koncovych bodov za prienik, teda Ze priamka, ktora by cez taky bod
prechadzala, by prechédzala cez dve tsecky, ¢o vam zbyto¢ne prinieslo pracu navyse.
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5 Opravovali: Lucia Chladna a Erik ,,Rici‘ Novak I
e Pocet rieseni: 25 Najkrajsie rieSenie: Oliver Seman .1l
Najdite v8etky usporiadané desatice realnych ¢isel (x1,...,210) take, ze
63>
z, =1+ i

212 + 222 + 237 + 2a? + 257 + 6% + 7% + 257 + T9? + 210?

pre vietky i € {1,...,10}.

Riesenie
Zatnime dokazanim, ze z; > 1.

Urcite z; > 1, kedZe v pdovodnej rovnici je zlomok na pravej strane nezaporny. To preto, lebo v Citateli aj menovateli ma
iba druhé mocniny (ktoré st samostatne aj v stcte nezédporné), z ¢oho pric¢itanim 1 dostdvame pozadovany odhad pre Tavi
stranu, ze x; > 1.

Kedze x; > 1, tak z; > 0, 62;2 > 0, a teda nas zlomok je aj kladny, ¢ize odhad lavej strany je ostry a naozaj x; > 1. To
znamena, ze x; — 1 > 0 a tymto ¢islom moéZeme v celom rieSeni bezproblémovo delit.

Najprv zistime hodnotu Zgl x;. (Zadpis Zf:j X; znamend siucet vietkijjch X; pre index v rozmedzi od j po k, teda napriklad

Z§=1 i?=1+4+9 alebo Z?:g x; = x2 + w3 + x4 ). Ziskame ju s¢itanim rovnic zo zadania pre vSetky hodnoty i:

10 10 10
61’i2 o 63;42

>z =) (1+T2):10+7Zlf01 S =10+6=16

i=1 i=1 Z¢=1 Z; Zizl Z;

Teraz si z rovnakej rovnice vyjadrime sumu druhych mocnin pomocou x;:

61‘i2

21121 ;2

10
6$i2
2
E €Ty =
- Xr; — 1
=1

l‘i—l:

Lava strana tejto rovnice ostava rovnaka pre vietky i:

6.131'2 63312

Vi€ {2,100 =

Pre v8etky indexy je tym padom tento vyraz rovnaky ako pre x;. Upravme tito rovnicu:

l‘iQ .1‘12

T; — 1 r1 — 1
2 1) =x,° 1
(1 — 1) =a1%(x; — 1)
SCiQIl - Iz'z = Iil’lz - I12
ziley — wian® = 2 — 1y

xixl(xi — 1'1) = (ZCZ -I-.’El)(iz — LL‘l)

Teraz mame pre kazdé i dve moznosti. Bud x; = x1, alebo x; — x1 # 0, a teda mdZeme rovnicu vydelit z; — x1:

Tl = T; + 21
£

€Ty =
£E1—1
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Vsetky x; st teda len dvoch tvarov: rovné z1 a rovné x1/(x1 — 1). Ostava zistit, kol'ko ich mame ktorého typu. Nech z tychto
10 premennych je k rovnych x; (zrejme k > 1). Vieme, Ze sudet vSetkych premennych je 16, takZze mozeme zostavit takito
rovnicu:

Z1

16

k'$1+(10—k‘) o 1:
1 —

kx1? — kxy + 102, — kzy = 162, — 16
kxi? — (2k +6)x; +16 =0

Tato rovnica musi mat rieSenia, ¢iZe aj nezaporny diskriminant. Vyjadrime si ho:

D=(2k+6)*>-4-16-k>0
4k? + 24k + 36 — 64k > 0

k2 —10k+9>0
(k—=1)(k-9)>0

Tieto dve zatvorky musia byt obe nekladné alebo obe nezaporné. Ak si obe nezaporné, tak k > 9 a nésledne k = 9V k = 10,
a ak st obe nekladné, tak k < 1, a teda k =0V k = 1. Z nich ndm podla tvahy vysgie vyhovuja len prvé tri, a to 10, 9, 1.
Rozoberme ich:

1. Nech k = 10. Potom st hodnoty vsetkych &isel rovné x1, a kedZe ich stdet je 16, tak vsetky z; = 16/10 = 1,6. Lahko
overime, Ze takato desatica naozaj vyhovuje.

2. Nech k = 9. Dosadime do rovnice vyssie:

92,2 — 24z, +16 =0
(32, —4)? =0

Teda x1 = 4/3 a z1/(x1 — 1) = 4. V skuto¢nosti mame 9 rieSeni (to jedno z; = 4 moze byt ktorékolvek okrem x7).
Lahko overime, Ze aj vietky takéto desatice naozaj funguji.
3. Nech k = 1. Dosadime:
21> = 811 +16 =0
(x1 —4)* =0

Teda z1 =4 a x1/(x1 — 1) = 4/3. To je vdaka k = 1 jediné rieSenie, ktoré po overeni aj naozaj funguje.

RieSenim st teda préave desatice (1,6;1,6;...;1,6) a (4/3;4/3;...;4/3;4) pre desat moznych pozicii &isla 4.

Komentar

Mnohym rieSeniam sme strhli bod za neoverenie podmienky, ¢ je mozné delit vyrazom x; — 1. Hoci v tejto tlohe to velky
efekt nemalo, chceme vas tym motivovat k zodpovednejSiemu pristupu k overovaniu takychto podmienok a rozoberaniu
pripadov, ked by dané podmienky neboli splnené. Pri inej tulohe by vas takato chyba mohla stat netrividlny kus rieSenia
a tym aj viacej bodov.
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6 Opravovali: Michal ,,II'o* I'kovi¢ a Branislav Je¢im I
e Pocet rieSeni: 12 NajkrajSie rieSenie: Eva Kraj¢iova 1 ||___|

Majme nekone¢ni $tvorcova mriezku s n zafarbenymi polickami. V kazdom kroku sa pre kazdé policko pozrieme na farbu
samotného policka, policka hned hore a policka hned vpravo. Ak st aspon dve z tychto troch poli¢ok zafarbené, v dalsom
kroku bude toto policko zafarbené, inak biele. UkézZte, Ze mriezka bude cela biela

a. po kone¢nom pocte krokov,
b. po najviac 2n krokoch,

c. po najviac n krokoch.

RieSenie

Biele riadky a stipce znamenaju také, ktorych vietky policka su biele, a zafarbené riadky a stipce znamenaju také, ktoré
obsahuju aspon jedno zafarbené policko. Zavedieme si saradnicovi sastavu, kde jednotlivé stvorceky st mrezové body (stred
suradnicovej stistavy moze byt Tubovolné policko).

Pod klesajucou diagondlou chapeme mnozinu mrezovych bodov s rovnakym staétom stradnic  a y (napr. v obrazku nizsie
je jedna z klesajucich diagonal mnozina policok {(z + 2,y +3), (x + 3,y +2), (x + 4,y + 1)}, pretoZe sucet siradnic kazdého
z nich je x +y + 5).

(@ +1Ly+3)|||@+2y+3)]

(x+3,y+3)||[(z+4,y+3)]

(z+1,y+2)]

(z+2,y+2)]

@+&y+m‘

(x+4,y+2)]

(@+Ly+D]||@+2y+1)]

(@ +3y+1)||[@+4,y+1)]

Ked7e je na zac¢iatku iba koneény pocet zafarbenych poli¢ok, tak existuje najpravejsi a najlavejsi zafarbeny stipec a najspod-
nejsi a najvrchnejsi zafarbeny riadok. Tieto riadky a stlpce urcéuji ohranic¢ujici obdlznik. Teraz dokéZeme, Ze bez ohladu
na pocet krokov, ktoré spravime, nikdy nebude moct existovat zafarbené policko mimo ohrani¢ujtceho obdlznika.

Uvedomime si, ze ak je nejaky riadok cely biely, tak uz v fiom po ziadnom tahu nebude moct byt zafarbené policko. Keby
to tak nebolo, tak by sme vedeli najst také policko v bielom riadku, ktoré je biele, ale o tah neskoér bude zafarbené. Z toho
vyplyva, Ze susedné poli¢ka nad nim aj napravo od neho musia byt obe zafarbené, ¢o je ale spor s tym, Ze cely riadok je
biely. Analogicky plati pre biely stipec. To dokazuje, Ze nemoze existovat zafarbené policko mimo ohrani¢ujiiceho obdlZnika.

a. VSimnime si, Ze ak je klesajuca diagonala, na ktorej st mrezové body so stu¢tom saradnic S, cela biela, tak v nasledu-
jucom tahu bude klesajuca diagonala s mreZovymi bodmi so suc¢tom sturadnic S — 1 cela biela. To plati, lebo v8etky
body na tejto diagonéle S —1 maju svojich hornych a pravych susedov bielych. Nech je stacet stiradnic pravého horného
policka v ohrani¢ujicom obdlzniku S. Ked#e v ohrani¢ujicom obdlzniku je iba koneény pocet klesajucich diagonal
a klesajuca diagonala so suc¢tom S + 1 je cela biela, tak po kone¢nom pocte tahov bude cela mriezka biela.

b. Zavedieme indukciu. Nech pre vietky pocty k zafarbenych poli¢ok mensich ako n je ohrani¢ujici obdlznik (a teda aj
cela mriezka) cely biely po najviac 2k krokoch. UkaZeme, Ze tvrdenie plati aj pre n. Indukéné baza je pripad n = 1, pre
ktory je mriezka cela biela po jednom tahu. Ak je vnitri ohrani¢ujiceho obdlznika nejaky biely riadok, alebo stlpec, tak
vieme rozbit ohrani¢ujici obdlznik na dva mensie (vid obr. 1 a obr. 2), ktoré budi mat kazdy menej ako n zafarbenych
policok, takze by bola cela mriezka biela po menej ako 2n tahoch. Ak nie je vnutri ohrani¢ujuceho obdlznika Ziaden
biely riadok ani stipec, tak je pocet riadkov aj stlpcov v ohranic¢ujicom obdlzniku najviac n. Klesajucich diagonal
prechadzajicich obdlznikom je teda najviac 2n — 1 (tolko je roznych stctov stradnic mrezovych bodov), takze cela
mriezka bude biela po najviac 2n tahoch, ¢im je dokaz dokonceny.

¢. Podobne ako v ¢asti b zavedieme indukciu, iba tentokrat eSte trochu silnejSiu. Nech pre vSetky pocty k zafarbenych
policok mensich ako n je celd mriezka biela po najviac k krokoch. Uk&Zeme, Ze tvrdenie plati aj pre n. Indukéna
baza je rovnaka, teda pripad n = 1, pre ktory je mriezka cela biela po jednom tahu. Celt mrieZku vieme rozdelit na
oblasti §tvoréekov podla bielych riadkov, bielych stipcov a bielych klesajucich diagonal (vid obr. 1, obr. 2 a obr. 3),
pricom kazd4 oblast sama o sebe ma menej ako n zafarbenych stvoréekov, takze kazda oblast bude podla indukéného
predpokladu biela za menej ako n krokov. To plati kvoli tomu, Zze dve zafarbené policka z roznych oblasti po Ziadnom
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kroku nemézu spolu susedit stranou, pretoze ak je medzi dvomi oblastami na zaciatku biely riadok alebo stipec, tak tam
ostane aj po I'ubovolnom pocte krokov, a ak bola medzi dvomi oblastami na zaciatku klesajica diagonala, tak medzi
nimi ostane aj po l'ubovolnom poé¢te krokov. Ostéava uz iba vyriesit pripad, ked existuje iba jedna oblast s n zafarbenymi
polickami. To znamena, Ze touto oblastou neprechadza ziaden biely riadok, biely stlpec ani biela klesajuca diagonala
(vid obr. 4). Takze vSetky zafarbené policka sa nachadzaji vo vniutri oblasti s najviac n klesajucimi diagonalami, ale
zéaroveil v oblasti s najviac n riadkami a stIpcami a tato oblast bude cela biela zaru¢ene za najviac n krokov, ¢o sme
mali dokazat.

obr. 1 obr. 2

obr. 3 obr. 4

Komentar

Ako prvé chceme oslovit a motivovat riesitelov, ktori tito tlohu ani neskusili riesit. Myslime si, Ze aspon podulohu a by
zvladla vyrieSit vacSina z vas, ale opat sa ukazalo, Ze Siestu ulohu si bohuzial mnohi ani len neprecitaju. Co sa tyka
vaSich rieSeni, viaceri ste explicitne neriesili podilohu b, ale ak potom rieSena podiloha c nebola korektna a zaroven z nej
nevyplyvalo ani tvrdenie b, museli sme strhnut body za obe ¢asti. Preto vam do buducna odporuc¢ame riesit kazda podilohu
zv1ast aj za cenu vacSieho tusilia, kedZe to moze priniest viac bodov.
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Zadania uloh letného semestra 49. ro¢nika

Nezabudni si vytvorit ¢i aktualizovat profil na seminar. strom. sk.

Druhé séria
Termin odovzdania rieeni: 28. aprﬂa 2025

Ak nevie§ pohnut d'alej s niektorou z tloh, skus sa pozriet na par tipov, ktoré najdes na nasej webovej stranke
seminar.strom.sk/media/uploads/mohlobysahodit.pdf.

1. Majme ostrouhly trojuholnik ABC's najdlhSou stranou AC. Zostrojte na tejto strane bod D taky, Ze os uhla ADB bude
rovnobeZna so stranou BC. Svoju konstrukciu popiste a zddvodnite jej korektnost.

2. Martin a Robka hraji hru v tabulke 1 x 2025. Martin si najprv na papier napiSe niekol’ko kladnych celych ¢isel. Robka
vlozi mincu do jedného z poli¢ok. V kazdom tahu si Martin vyberie &slo, ktoré méa napisané na papieri — o tol’ko poli¢ok
sa pokusi Robka posunit mincu bud dolava, alebo doprava (podla svojho rozhodnutia, ale ak je moZné mincu presunit,
presunie ju, inak ostdva na nezmenenej pozicii). Kol'ko najmenej ¢isel si Martin musi napisat na papier, aby vedel zaistit,
Ze minca navstivi vSetky policka bez ohl'adu na to, akym spoésobom hra Robka?

3. Dokazte, ze pre vSetky kladné celé ¢isla n plati, Ze pocet delitelov ¢&isla n konéiacich cifrou 1 alebo 9 je rovnaky alebo
vacsi ako podet delitelov &isla n konciacich cifrou 3 alebo 7.

4. Pre kazdé kladné celé ¢islo k vicsie ako 1 nech p(k) je najvacsi prvociselny delitel &isla k. Dokazte, Ze existuje nekoneéne
vel'a celych &sel n vacsich ako 2 takych, Ze

(p(n+1) = p(n)) (p(n) — p(n — 1)) > 0.

5. Nech £ je pevna kruznica so stredom S a polomerom r. Nech B a C s dva rézne pevné body na k. Nech A je pohyblivy
bod na k, odlisny od B a C. Nech P je bod taky, ze stred tsecky SP je A. Priamka prechadzajica bodom S a rovnobezna
s priamkou AB pretina priamku prechadzajicu bodom P a rovnobeznu s priamkou AC v bode D.
a. Dokazte, Zze ked sa bod A pohybuje po kruZnici k (okrem bodov B a C), bod D lez na pevnej kruznici, ktorej
polomer je va¢Si alebo rovny r.
b. Dokazte, ze rovnost v Casti a. nastane prave vtedy, ked je tsecka BC priemerom kruznice k.

6. Dokazte, ze pre vietky kladné celé ¢isla x < y plati

yY y! yY
> > .
o (y —x)v=2) T oal(y —x)! T ar(y —a) v (y + 1)
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Poradie po 1. sérii letného semestra 49. ro¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Ro¢nik | Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H|CS
1. - 4. Richard Semanisin 78 GAlejJKE 9 9 9 9 9 40| 54
Magdaléna Skriabova | S1 GPostKE 9 9 9 9 9 3|0]|54
Eva Kraj¢iova S3 GAlgjKE 9 9 9 9 9 9]0 54
Jan Meteiiko S1 GPostKE 9 9 9 9 9 3|0]| 54
5. - 6. Oliver Seman S3 GAlejJKE 8 9 9 9 9 9]0 53
Richard Futas 78 ZPAngKE 9 8 9 9 8 9]0 53
7. Michal Vodicka S2 GAlgjKE 8 9 9 9 8 5|0 51
8. Gregor Cernicky S1 GPostKE 9 9 9 5 9 3|0]50
9.-10. | Michal Ferdinandy S2 GPostKE 8 9 9 2 9 5|0 48
Simon Nalevanko S1 | GPostKE 9 9 9 5 7 1|0 48
11. - 12. | Richard Prikler S2 GJARMPO |9 9 9 2 9 - |0 | 47
Tomas Sukel S3 GAGLSHE 8 9 9 9 9 3|0 47
13. Nina Hudéakova S1 GAlgjKE 8 9 8 7 6 - |01 46
14. Alenka Balintova S2 BGMHSu¢ 8 9 9 9 - - 10| 43
15. Filip Findorak S3 GSrobKE 8 9 9 8 8 - |0 42
16. Martina Osuska S2 GJHN3BA 7T 9 9 9 - - ]0] 4
17. Livia Lukacova S1 GSrobKE 8 9 8 - 6 -1]10] 39
18. - 19. | Martin Dudjak S3 SMladPP 8 9 9 9 1 -]10] 36
Lukas Dankanin S1 GPostKE 9 - 9 9 - =-10]| 36
20. - 23. | Jakub Stramba S1 | GSrobKE 8 9 4 - 6 -]0]|35
Alena Chladna Z9 | GAMCABA |8 9 9 - - ~-|0/35
Livia Suskova S1 GPostKE 8 9 9 - - - 10|35
Samuel Sandor S3 GPostKE 9 9 9 - 8 -10] 35
24. Sophia Sotakova S1 GAGLSHE 8 8 9 1 - -]10]| 34
25. Sarah Klopstock S2 SpMNDaG 8§ 1 9 8 3 - |0 32
26. Marie Kasalova S1 GJGJPha 8 6 9 - - - 107131
27. Michal Revicky 79 GJARMPO |8 5 7 - 1 - 10| 28
28. Jakub Tomasz 78 ZKrodKE 8 9 - - 2 - |10 27
29. Veronika Jakabova S3 GAlejJKE 8 9 9 - - - 10|26
30. - 31. | Adam Horvath 78 GAlgjKE 8 9 - - - -10] 25
Martin Vrba S2 GPostKE 8 - 9 - - 101 25
32. Janka Urbanova S2 GAlejKE 8 9 5 0 - - 1]10]| 22
33. Ondrej Toth S2 SPITKM 8 2 1 8 - 1]0] 21
34. - 35. | Matej Kurbel S3 GAMerTT 8 6 5 - 1 -]101] 20
Jakub Katrak 79 ZPoliKE 8§ - 6 - - -101]20
36. - 37. | Nina Anna Betékova S3 GAGLSHE 8 6 3 - 2 - 10119
Zoja Poliakova S3 GJGTBB 8 9 - 2 - 10|19
38. Lukas Paska S1 GPostKE 8 - 5 - - - 10 18
39. Lucia Sebova S2 | GPo3tKE 8 - 9 - - -|o0]17
40. Tomas Lang S2 SPTechSN 8 - 8 - - - 10116
41. - 42. | Daniel Ryan Takac S1 GAlejKE 8 - - - - -10] 8
Filip Feher 78 ZPAngKE 8 - - - - -10] 8
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Nazov: STROM — kore$pondenény matematicky seminér
Cislo 5 o April 2025 e Letny semester 49. roénika (2024,/2025)
Web: seminar.strom.sk
E-mail: seminar.strom@strom.sk
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