Cislo 6 Letny semester 37. ro¢nika (2012/2013)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahojte Stromdcz,

Je to tu! Posledné body boli pridelené a mame vysledky. Nevieme sice ako vy, ale my uz to napétie
nevydrzime. Preto rychlo vybavme formality - prajeme prijemné ukoncenie Skolského roka, este pri-
jemnejSie prazdniny a vela darcekov tym, ¢o budi mat dovod nejaké dostaf. A teraz uz nestracajte
¢as. Rychlo sa pozrite, ako sa mali jednotlivé priklady riesit a kolko bodov ste za svoje rieSenie do-
stali. Potom to patri¢ne oslavte! Ak ste mali bodov vela, tak sa teste, Ze ste dobri, ak malo, tak sa
radujte, Ze este stale mate moznost zlepsovat sa. V jeseni sa na vas teSia

vasi STROMisti

RieSenia 2. série uloh Letného semestra 37. ro¢nika

1. Dany je obdlznik ABCD, M a N su stredy stran BC a AD. Na polpriamke C'A za bodom A
zvolime bod K. Ozna¢me L priesecnik tseciek KM a AB. Dokazte, ze |4 KNA| = |4 LN A].

Opravovali: Robc¢o Téth Podet riesitelov: 15
RieSenie:

Medzi najvicsie z vyhod geometrickych tloh patri, Ze sa okrem odvodzovania smerom dopredu zo
zadanych tdajov vieme pozriet na tlohu aj ”odzadu”.

D C  Pozrime sa preto, ¢o by znamenala platnost nasho tvrdenia. Po chvilke
uvazovania prideme na to, ze ak si ako bod Y oznacime priesecnik priamky
AB s priamkou KN a ma platif, ze uhly zo zadania su rovnaké, potom
trojuholniky YNA a LAN buda zhodné. Ale pozor! Toto nie je to, ¢o
N v by sme mali napisat do nasho rieSenia. TotiZ my méme rovnakost tych
uhlov dokézaf a nemdZeme naSe rieSenie zacat s tym, ¢o by sa stalo, ak
by platila.

Dostali sme ale do ruk silny nastroj — previedli sme tlohu o dvoch uhloch
na tlohu o dvoch tseckéach. Totiz ak ukdzeme, ze |Y A| = |AL|, tloha je
vyriesend, lebo trojuholniky YN A a LAN budid zhodné podla vety (sus)
a tym padom dostaneme aj pozadovant rovnost prislusnych uhlov. Vo
vSeobecnosti nam takyto pristup ale nemusi pomdct, lebo nie vzdy plati,
ze ak z A vyplyva B, tak aj z B vyplyva A. Pozor na to!

Teraz uz je loha naozaj nenarocna. Oznacéme S ako prieseénik AC' a N M. Lahko nahliadneme, Ze
S je v strede strany NM. Potom K S je taznicou v trojuholniku KM N a kedze Y L je rovnobezna
s NM, trojuholniky KY L a K NM st podobné a tsecka Y L musi byt tiez faznicou v trojuholniku
KY L, t.j rozdelovat tisecku Y L na dve rovnako dlhé casti.

K
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2. Najdite vsetky mocniny dvojky, z ktorych sa dé preusporiadanim ¢islic dostat ind mocnina dvojky.
(Nuly na zaciatku nie su povolené, napr. 0032 nebudeme povazovat za ¢islo.)

Opravovali: Janka Baranova a RiSo Trembecky Podet riesitelov: 21
Riesenie:

Nase dve rozne mocniny dvojky maju rovnaké cifry, teda aj rovnaky ciferny sucet. Podla kritéria
delitelnosti 9 vieme, Ze ¢islo déva po deleni 9 rovnaky zvySok ako jeho ciferny sucet. Kedze nase
mocniny maju ciferny sucet rovnaky, davaju rovnaky zvySok po deleni 9 a teda ich rozdiel musi byt
delitelny 9.

Dalej chceme zistif, kolko mocnin dvojky moZze mat rovnaky pocet cifier. Majme nejakdi mocninu
dvojky. Dalsimi potencidlnymi mocninami v poradi (s rovnakym poctom cifier) st jej 2-nasobok,
4-nasobok a 8-nasobok, no 16-nasobok je uz urcite viac ako 10-nasobok poévodnej mocniny, preto
bude mat viac cifier.

Méme teda najviac $tyri mocniny dvojky s rovnakym poctom cifier (2%, 2-2%, 4 - 2% 8-2%), rozdiely
medzi nimi mézu byt (8 —1)-2* =7-2% (4 —-1)-2* =3-2% a (2—1) - 2% = 27, ale ako vidime,
nedostavame ¢islo delitelné 9, ¢o je spor, a preto takéto dve mocniny neexistuju.

3. Nech P je mnohoclen s celociselnymi koeficientami s vlastnostou P(a) = P(b) = P(c) = —1,
kde a, b, ¢ st nejaké navzajom rozne celé cisla. Dokéazte, ze polynom P nema ziaden celociselny
koren.

Opravoval: Laco Baco Podet riesitelov: 6
RiesSenie:

Vo vzorovom rieseni tretej tlohy prvej série sme si ukazali, Ze pre mnohocleny s celoc¢iselnymi koefi-
cientami a navzajom rozne celé ¢isla d, e plati

d—e| P(d) — P(e)

Podme teraz tuto vlastnost vyuzif. Predpokladajme, Ze ¢islo z je koreriom P. Zaroven x je rozne
od a,b,c, pretoze P(a) = P(b) = P(c) = —1. Potom mozeme vyuzit vysSie uvedent vlastnost
o delitelnosti, ¢im dostédvame

r—a|Px)—Pla) = z—all
r—0b|Plx)—P(b) = z—-0b]|1
x—c|Plx)—Plc) = z—c|1

Zo zadania vieme, Ze a, b, ¢ s rozne celé ¢isla, preto aj x — a,z — b, x — ¢ st rdzne celé cisla. Navyse,
tieto tri ¢isla by mali byt delitelmi ¢isla 1. No jednotka mé len dva rozne celociselné delitele, 1 a —1,
¢im sa dostavame do sporu. Teda nas predpoklad o existencii korena x je nespravny a mnohoclen P
nemoze mat ziadny celoCiselny koren.

In€ riesenie:
Pozname tri body mnohoclena P, v ktorych nadobiida hodnotu —1. Lepsie sa nam vsSak pracuje
s mnohoc¢lenmi, ked vieme nie¢o povedat o ich nulovych bodoch. Ni¢ ndm vSak nebrani vyrobit si
taky mnohoclen pomocou P. Nech () je mnohoclen, ktory vznikne z mnohoclena P pripocitanim
jednotky, teda

Q(r) = P(z) +1

Potom Q(a) = Q(b) = Q(c) = 0, teda ¢isla a, b, ¢ st tri rézne korene mnohoclena (). To znamen4, ze
Q je nasobkom x —a, x — b aj x — ¢ pre kazdé z. Inak povedané, mnohoclen () vieme napisat v tvare

Qx) = (z — a)(x = b)(x — ¢)R(x),
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kde R(x) je podiel mnohoélenov P(x) a (z —a)(x —b)(z —c¢). R(z) je opét mnoho¢len s celo¢iselnymi
koeficientami (premyslite si, preco).

Dobre, mame nejaky zdhadny mnohoclen @), eSte zahadnejsi mnohoélen R, ale ¢o s nimi? Vratme sa
k povodnej tlohe. Chceme ukazat, ze P nemd ziadny celociselny koren. Prec¢o by ho nemohol mat?
Predpokladajme na chvilu, Ze nejaké ¢islo y je koretiom P, teda ze P(y) =0 a

Qy) =y —a)ly—0b)(y—c)R(y) =1 (1).

Zo zadania vieme, Ze a, b, ¢ st rozne celé ¢isla, preto aj y — a,y — b,y — ¢ st rozne celé Cisla. R(y)
je tiez celé ¢islo. Vzfah (1) ndm teda hovori, ze y — a,y — b,y — ¢ st tri rozne delitele ¢isla 1, ¢o
vSak nemdze nastat, lebo jednotka maé len dva delitele, 1 a —1. Tym sme nasli spor a nas predpoklad
o existencii korena y sa ukazal nespravny.

Komentar: Vo vzorovom rieSeni minulej série bola uvedena délezita vlastnost mnohoélenov, vdaka
ktorej rieSenie tejto tilohy nebolo tazké. Skoda, Ze si to vsimla len jedna riesitelka, spravnych rieseni
mohlo byt ovela viac. Celkovo je §koda, Ze len Siesti Tudia nasli odvahu poslat nieco k tejto peknej
tlohe :-(

4. Méame kocku so stranou dlhou n € N, ktora je postavena v siradnicovej stustave tak, ze jeden jej
vrchol je v bode (0,0,0) a iny v bode (n,n,n). Potrebujeme sa dostat z bodu (0,0,0) do bodu
(n,n,n). Pohybovat sa mozeme len po povrchu kocky a len po tseckach spajajucich susedné body
s celo¢iselnymi suradnicami. (Dva body s celo¢iselnymi stradnicami su susedné, ak sa lisia len
v jednej stradnici a tento rozdiel je 1.)

o Ak4 je dlzka najkratsej takejto cesty z bodu (0,0,0) do bodu (n,n,n)?

e Kolko je roznych najkratsich ciest?

Opravovali: Peter Milosovic¢ Podet riesitelov: 17
Riesenie:
Ozna¢me jednotlivé vrcholy: (0,0,0) ako A, (n,0,0) bude B, (0,n,n) zas C', D bude (0, n,0), (0,0, n)

nazvime F, (n,0,n) pomenujme F, (n,n,n) volajme odteraz G' a (0,n,n) dostane oznacenie H.

Akd je diZka najkratsej cesty?

Vieme sa pohybovaf len po susednych bodoch a kazdé dva susedné body H G
sa lisia len v jednej zo stradnic, a to prave o 1. Ak sa chceme dostat
z bodu A do bodu G, kazda stradnica sa zmeni o n. To znamena, ze
musime vykonat aspoii 3n pohybov - prejst cestu dlzky aspoii 3n. Takato
cesta existuje, napriklad z A priamo do B, odtial priamo do F' a nakoniec
priamo do G. Najkratsia cesta z A do G méa teda dizku 3n.

Kolko je tychto ciest?

Mbzeme vyuzit symetrickost kocky a pozriet sa na pocet ciest, ktoré vedu e C
do bodu (n,n,n— 1), pretoZe ten bude zrejme rovnaky ako pocet ciest do |,/
bodu (n,n —1,n) alebo (n — 1,n,7n). Tento pristup si mozete vyskisat A B
doma.

Jednoduchsie je ale pozerat sa na cesty, ktoré prechddzajia hranou EF' (prechddzaju v zmysle: ”aspon
jeden bod cesty sa nachddza na hrane EF”). Tento bude zrejme rovnaky ako pocet ciest prechadza-
jucich cez hranu BF', BC', CD, DH ¢i EH. Hybeme sa len po povrchu kocky, mozeme sa teda pytat,
kolko najkratsich ciest existuje v obdlzniku s dlzkami stran n a 2n, ak sa vieme hybat len o 1, rovno-
bezne s hociktorou zo stran. Mame k dispozicii 3n pohybov a prave n z nich mé byt orientovanych
jednym smerom, zvy$nych 2n smerom kolmym na tento. Bud si spomenieme na vzorec pre pocet
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permutacii, alebo si uvedomime, ze vyberame n prvkov z 3n. Takze pocet ciest, ktoré prechadzaju
jednou zo spominanych hran je kombinacné ¢islo (3:), spolu by sme mali 6(37;‘).

Niektoré cesty ale prechddzaji naraz viacerymi hranami, napriklad cesty idice cez vrchol E preché-
dzaji naraz hranami FF a FH. Takéto sme zaratali dvakrat az trikrat. Trikrat cesty, ktoré ida len
po hranach (ako napriklad t4 nasa demonstrujiica existenciu cesty dlzky 3n), dvakrét tie, o obsahujt
len jednu z hran kocky.

Cesty, ktoré prechadzaji jednym z vrcholov, si zaroven cestami, ktoré obsahuji niektort z hran.
Preco? Do vrcholov B, D a E sa nevieme z A dostat inak ako priamo, teda po hrane a z vrcholov
C, F a H sa nevieme do G dostat inak ako priamo, teda po hrane (po hrane v zmysle ”cesta prejde
cez vSetky body hrany”).

A teda ak zratame pocet ciest, ktoré prechadzaji niektorym z vrcholov (inym ako A a GG), a vynéso-
bime ho poc¢tom tychto vrcholov, zaratame vlastne raz kazdu z ciest, ktora obsahuje len jednu z hran
kocky a dvakrat kazdu z ciest, ktord ide len po hranach (kedZe takato cesta prechddza prave dvoma
vrcholmi réznymi od A a G). Cize potom uz len odratame tento pocet od poctu 6(3:), do ktorého
sme zaratali presne tieto cesty navyse.

Chceme teda zistif, kolkymi cestami sa vieme dostat z jedného vrchola steny do druhého. Mame
Stvorec s dlzkou strany n a n pohybov mé byt jednym smerom, n pohybov smerom kolmjm na tento.
Ciest je teda (27?), vrcholov réznych od A a G je 6, spolu je to teda 6(27;‘).

Roéznych najkratsich ciest z A do G je potom 6((?;?) — (2”))

n
Komentdr: Rada pre vsetkych: vzdy si svoj vysledok overte aspon pre nejaké malé hodnoty. Mnohi
z vés by sa iste zarazili, ked by im pre jednoduchti kocku s dizkou hrany 1 zrazu vyslo viac ako
6 roznych ciest. Taktiez zahodte hanbu a nebojte sa pri takychto tlohéch zobrat do ruky teleso,
s ktorym sa pracuje. Mozete sa tak uistit, Ze ste na ni¢ nezabudli a naozaj sa vSetko sprava tak ako
popisujete.

5. Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC| kde |AB| = |AC|. Oznac¢me M stred tsecky BC'. Nech
X je bod na kratsom obliku M A kruznice opisanej trojuholniku ABM. Nech T je vnutorny
bod uhla BMA, pre ktory |[JTMX| = 90° a |TX| = |BX|. Dokéazte, ze hodnota rozdielu
|9 MTB| — |9 CT M| nezavisi na volbe X.

Opravovali: Ivka Gaskova a Palo Lietadlo Koprda Pocet riesitelov: 3
Riesenie:

Oznacme si stred BT ako S. Uhly T'SX a TMX st pravé,
body S a M teda lezia na Talesovej kruznici s priemerom
TX. Stvoruholnik TSMX je teda tetivovy. Kedze SM je
stredna priecka v trojuholniku BT'C', priamky SM a CT su
rovnobezné, a teda uhly CTM a TMS st zhodné, pretoze
su striedavé. Kedze ide o tetivovy Stvoruholnik, tieto uhly st

T4 zhodné navyse aj s T XS, teda aj s 4 BXS. Vieme teda, ze
\
| [9CTM| = |3 BXS|.
Re ) Uhol MTB je rovnako velky ako uhol MTS, kedze body B
N )’ a S lezia na jednej priamke, a je zhodny aj s uhlom M XS,
< \ /27 kedZe stvoruholnik T'SM X je tetivovy.
B =M™ ¢ Nakolko |[CTM|=|94BXS|a|dMXS|=|qgMTB|,

|9 MTB| - [3CTM| = |3 MXS| - |3 BXS| = |4 MXB.

Body B, M, X, A lezia na kruznici, a teda | M X B| = |J M AB|. Velkost uhla M AB v8ak nezavisi
od polohy bodu X. Hodnota rozdielu |4 MT B| — |3 CT M| teda nezavisi na volbe bodu X, ¢o sme
cheeli dokéazat.

http://seminar.strom.sk
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6. Nech k,n st prirodzené ¢isla, pricom k je neparne. Dokazte, Ze stcet 1¥ 4+ 2F 4 .. +nF je delitelny
sactom 1 +2+--- 4+ n.

Opravovali: Mato Vodic¢ka a Matas Stehlik Pocet riesitelov: 7

RieSenie:
Je zndme, ze 1+ 2+ ---+n=n(n+1)/2.
Méame dokazaft, ze n(n +1)/2 | 1¥ + ... +nk. To je ekvivalentné s

nin+1) | 2-(1F+---+nk)
No vieme, Ze n a (n + 1) st nesidelitelné, a preto nam sta¢i dokazat, ze

n| 21"+ - +nf)atiezn+1 | 2-(1"+---+n"),

lebo potom to bude delit aj ich sudcin.

2-(F+ ) ="+ (n+1-DM+ 2"+ (n+1-2)"+- -+ 0"+ (n+1—-n).

No my vieme, Ze pre neparne k plati
a® +0F = (a+b)(a" "t — P04 BF Y,

a teda ze a*~ 1 | o + ",
Preton+1 | i* + (n+ 1 —1)*, a teda deli kazdu zatvorku z toho stctu - deli aj cely stcet

n+1 | 2-(1"4+-- +nh).
Obdobne dokéZzeme delitelnost n.
2-(1F 4. 4nf) = 2. (1F 4+ +(n—1DF) +2xn"
= P+ - +2+ -2+ +[n-1"+(n—(n-1)+2 n"
Z rovnakaho dévodu n deli kazdd hranatii zatvorku a tiez vieme, ze n | 2-n* a preto musi delif aj

ich sucet, t.j.
no| 2-(1F 4. +nk)
A mame, ¢o sme chceli, lebo potom

k

nn+1) | 2-(1*+---+nfaajl+2+---4+n | 1F+.. 0"

Konecéné poradie Letného semestra 37. ro¢nika

P. Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4. 1. 2. 3. 4. 5. 6.l H| CS
1. Miroslav Stankovié 3. A GPostKE |9 9 9 9 9 9 9 6 9 8/0] 9
2. | Zaneta Semani$inova | Kvinta A | GAlejJKE |9 9 9 - 9 9 - - - -]10] 63
3. Marko Puza 3. A GPostKE |0 9 7 9 9 9 - 5 410 | 61
4. Jozef Lukac 3.C GJiraBJ |7 9 7 9 79 - 5 - 0| 56
5. Daniel Ondus Kvinta A | GAlegjKE |9 - 4 - 9 9 - 5 - -|0]| 5
6. Roman Stario 2. A GPostKE |9 9 9 - 39 - 6 - 8/0]53
7. | Henrieta Michelovd | Kvinta A | GAlejJKE |5 9 9 2 23 - 5 - -101]49
8. Véclav Krchnak 1. A GJaroCZ |- 9 9 - - 8 3 - - -10] 46
8. Vladislav Vancak Septima B | GAlgjKE |6 9 - - 9 8 9 5 - -]0] 46
10. Alexander Ténai 2. A GPostKE |7 8 9 - -9 8 3 - -]0)| 44
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P. | Meno a priezvisko Trieda Skola, 1. 2. 3. 4. 5. 6./ 1. 2. 3. 4. 5. 6. H| CS
11. Jakub Safin 4. G GMasaMI |8 9 9 9 - T7|- - - - - -]0] 42
12. | Rébert Schonfeld 2. A GPotKE |6 9 - - - -|- 9 - 6 - 9|0/ 39
13. | Sona Feciskaninova | Kvinta A GAlgjKE |- 9 - - - -19 0 - - - -|0] 36
14. Jakub Dargaj 3. A GPostKE |- 9 9 - - - |- 7 - - - 9]0 34
14. | Ludmila Simkova Septima GParoNR (5 9 8 - - - |- 9 - 3 - 0| 34
16. | Katarina Krajciova Sexta GAlgjKE |- - - - - -19 9 9 6 - -|0] 33
17. Daniel Pistak 5 M GChDPaCZ |- - - - - -9 9 - 3 - 0|01 30
18. Simon Sot4k Kvinta A GAIggKE |- 9 9 - - - |- - - - - -|0]27
19. | Kristina Mislanovd | Kvinta A GAlegjKE (4 - 9 - - - |- - - - - -|0] 22
19. Floridan Hatala 2. A GPostKE |9 - - - - -|- 8 - 5 - 0]0] 22
21. Simon Vanco 1.B GSturSL - - - - - |7 - - 4 2 -10120
21. | Anton Gromdczki 2. A GPostKE |- 9 - - - -|- 8 - 3 - -]101]20
23. Radka BusSovské Kvinta A GAlgjKE |- - - - - - 19 0 - - - -|0] 18
23. Samuel Krajci Sekunda GAlgjKE |- 9 - - - -|- - - - - -|0] 18
25. Peter Kovacs Sexta, GAlgjKE (2 8 7 - - - |- - - - -0 17
26. Jan Spak 2.B GSkulKE |6 9 - - - -|- - - - - -10/|15
26. Dorota Jarosova Sexta GAlgjKE 195 - - -|- - - - - -]01]15
28. Lucia Lelicova 2. A GPostKE |- - - - - -|- 1 8 3 - -]0] 12
29. | Alexandra Repikova | Kvinta A GAlgjKE |- - - - - -5 0 - - - -0/ 10
29. | Martina Oravcova 3. A GPostKE |1 9 - - - -|- - - - - -]10]10
29. Zoltan Hanesz 9. A ZKuzmKE |- - - - - -|- - - 5 - -10/10
29. Vladimir Sabo Septima B | GAlegjKE |4 5 1 0 0 O- - - - - -]0/|10
33. Jozef Janovec Sexta GAlgjKE | 5 - - - -13 - - - - -0 8
34. Jan Kurimsky 1.B GSevéPO |2 - - - - -|- - - - - -0 4

Za podporu a spolupracu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach
e Agentire na podporu vyskumu a vyvoja prostrednictvom projektu:
LPP-0057-09 Rozvijanie talentu prostrednictvom koreSpondenc¢nych seminarov a sutazi
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