Cislo 5 Letny semester 35. ro¢nika (2010/2011)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Caaaaaaaau Stromdci!

Uvod uvadzajt usmievavi uféni utekajtcim, tlohami unavenym tcast-
nikom. A okrem toho — teraz, ked uz drzite v rukdch tento novy ¢asopis,
sa vasi super vedici snazia dolustit posledné rieSenia a vytvorit poradie
tych najlepsich, ktori sa uz teraz mozu teSit na sustredenie. Dufame,
7e vzorové rieSenia vam padnu za uzitok a poucite sa z vlastnych, ale
aj cudzich chyb. Poradie nasvedcuje, ze tlohy zas neboli tak jednodu-
ché, kedZe plny pocet nikto neziskal a posledné prekvapenie na zaver
— zmena na prvom mieste. Blahozelame!

Vasi STROMisti o
RieSenia 1. série uloh Letného semestra 35. ro¢nika

1. Zostrojte rovnobeznik ABCD, ak si dané vrcholy A a C' a pdta P kolmice z bodu D na os
vnatorného uhla DAB. Nezabudnite urcif, kolko rieSeni mé tloha v zavislosti od vzajomnej
polohy bodov A, C' a P.

Opravovali: Tinka Hlavata a Jan ,,Mazo* Mazak Pocet riesitelov: 31
RieSenie:

V rieSeni budeme predpokladat, ze zadané body A a C' su rozne (inak sa rovnobeznik ABC' D neda
zostrojit). Ak si body A a P rozne, budeme priamku prechadzajicu bodom P a kolmu na priamku
PA oznacovat p. Stred tsecky AC' oznac¢ime S. Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy bodov A,
C a P, preto rozoberieme niekolko pripadov:

1. Bod P lezi na priamke AC"

Ak by bol bod P totozny s bodom A, nemala by tloha rieSenie (premyslite si), preto sa obmedzime
iba na bod P rézny od A. V akomkolvek vyhovujicom rovnobezniku ABCD je bod S stredom uhlop-
riecky BD. V trojuholniku DAB by potom priamka AP bola zaroven osou uhla aj taznicou, ¢ize
by tento trojuholnik bol rovnoramenny a priamka AP by bola aj vyskou. Preto mozno rovnobeznik
v tomto pripade zostrojit len vtedy, ked je bod P totoZny s bodom S. RieSeni dokonca dostaneme
nekonecne vela: bod D musi lezat na priamke p, ale nie na priamke AC'; pre hocijaky takyto bod D
dostaneme vyhovujtci bod B ako obraz bodu D v stredovej simernosti podla S.

2. Bod P nelezi na priamke AC:

Predpokladajme, Ze sme pre dané body A, C a P zostrojili vyhovujici rovnobeznik ABC'D. Ozna¢me
(" priese¢nik priamky AP s priamkou C'D (preco existuje?). Uhly BAC" a AC'D st striedavé, preto st
zhodné, ¢ize st zhodné aj trojuholniky DPA a DPC’ (maji spolo¢ni stranu a dve dvojice zhodnych
uhlov). Bod P je preto stredom tisecky AC’; to nAm umoziiuje zostrojit bod C’ pre aktukolvek polohu
bodu P mimo priamky AC'.

Ako ndm pomédze bod C’? Bod D vieme zostrojit ako prieseénik priamky C'C” s priamkou p. Tu moze
nastat niekolko problémov.
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V prvom rade mozu byt priamky C'C’ a p rovnobezné; to c c
nastane pre bod C’ leziaci na Télesovej kruznici nad prie-

merom AC, ¢ize pre bod P leziaci na Télesovej kruznici

nad priemerom AS. Vtedy tloha rieSenie nemé. (N&jdite >

podrobné zddévodnenie. ) 5
Aj keby priamky C'C” a p rovnobezné neboli, mame prob-

lém, ak ich priesenikom je bod C (CiZe ak uhol CPA je % = fa

pravy). Bod D by bol potom totozny s bodom C' a ziaden p

vyhovujuci rovnobeznik ABC'D by sme nedostali. Nakreslite si situaciu, kde body C aj D lezia na
priamke p. Bod B potom musi lezat na rovnobezke s priamkou p prechddzajicou bodom A. V takejto
situécii vSak priamka AP je kolmé na AB a nikdy nebude osou uhla BAD.

Ostéva pripad, ked sa ndm naozaj podari zostrojit bod D ako priese¢nik priamky C'C” s priamkou
p. Bod B vieme lahko zostrojit ako obraz bodu D v stredovej simernosti so stredom S.

Teraz prichadza ¢as na dokaz spravnosti konstrukcie:

Najprv ukaZeme, Ze zostrojeny bod D nelezi na priamke AC. Keby tam lezal, tak priamky CC’
a C'A st totozné, ¢ize body C” a P by lezali na priamke AC. Bod P tam vsak nelezi. V zostrojenom
stvoruholniku ABC D sa uhlopriecky rozpoluju, preto je to rovnobeznik.

Poslednou podmienkou zo zadania je, Ze bod P mé byt p#tou kolmice z bodu D na os vnitorného
uhla BAD. To vlastne znamenad, ze uhly DAP a BAP st zhodné. Ozna¢me B’ priesecnik priamky p
s priamkou AB (existuje, pretoze existuje priese¢nik priamky p s priamkou C'D rovnobeznou s AB).
Pre polohu bodu B’ mozu nastat dve moznosti: bud lezi na polpriamke AB, alebo na polpriamke
k nej opacne;j.

Prvy pripad nastéava, ked bod C” lezi na polpriamke DC'. Vtedy st trojuholniky APD a AP B’ zhodné
podla vety sus: oba st pravouhlé a maja spolo¢nt stranu AP, navyse |DP| = |PB’|, lebo tisecka P.S
je strednou prie¢kou v trojuholniku DB’B (je rovnobezna s tseckou C'C’, preto aj s tseckou BB’,
navyse prechiddza stredom S strany BD).

Druhy pripad nastéva, ked bod C’ lezi na polpriamke opacnej k DC. Body P a C’ lezia v tej iste]
polrovine vzhladom k priamke AD, preto v tomto pripade bod P bude lezat v polrovine ADC’,
ktora je opacnd k polrovine ADC'. Z toho hned vidno, Ze bod P je mimo rovnobeznika ABC' D, preto
nemdze byt pitou na os vnatorného uhla. CiZze v tomto pripade tiloha vébec nemé riesenie; bolo
by vhodné popisat, kedy to nastane, pomocou polohy bodov A, P a C: no vtedy, ked bod C’ lezi
v polrovine opacnej k pA, ¢ize bod C' lezi v polrovine pA.

Komentar: Konstrukéné tlohy maja niekolko podstatnych ¢asti, ktoré nie je vhodné vynechat. Cielom
rozboru je najst dostatok nutnych podmienok, ktoré musia konstruované body spliiat a potom tieto
podmienky vyuzit pri konstrukeii. Napriklad zistime, Ze bod X musi lezat na priamke p a navySe
kruznici k. Preto ho zostrojime ako priesecnik priamky p s kruznicou k. Tu mo6zu nastat dva problémy:
jednak sa priamka p s kruznicou k vébec nemusia pretnat (diskusia o pocte rieSeni by mala popisat
pocet rieSeni v zavislosti od polohy zadanych bodov, vzdialenosti ¢i inych konstrukénych prvkov),
jednak bod X, ktory vznikne ako priesecnik p a k, nemusi vyhovovat ostatnym podmienkam v zadani.
Preto sa robi dokaz spravnosti konstrukcie, kde zdoévodnime, preco zostrojeny utvar naozaj vyhovuje
vSetkym podmienkam zadania. Inak povedané, treba ukézat, Ze najdené nutné podmienky si aj
postacujtce.

V tejto tilohe mal byt bod P pitou kolmice z bodu D na os vnitorného uhla BAD. Casto sa vam
podarilo zostrojit rovnobeznik ABCD tak, Ze bod P bol pitou na os vonkajSieho uhla. O dokaz
spravnosti konstrukcie ste sa vobec nepokusali. . .

V uvedenom rieSeni su jednotlivé ¢asti (rozbor, diskusia, ...) trocha pomieSsané. Bolo by mozné
prezentovat ich oddelene a v ucesanej podobe, potom by vSak niektoré podmienky ,spadli z neba“ —
radsej sme sa rozhodli ukdzat vam, ako sa daji postupne vSetky objavit.

http://seminar.strom.sk
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2. Jozko ma doma na policke v rade uloZenych desat $alok. Pod dvomi susednymi Salkami je po
jednej minci a Ziadne iné mince sa pod Salkami nenachddzaji. Anicka si hned vybrala niekolko
salok a opytala sa, kolko minci je dokopy pod nimi. Jozko jej vSak povedal, nech si radsSej najprv
napise dve takéto otazky na papier a az potom jej na obidve pravdivo odpovie. Vie Anicka
takymto sposobom vzdy zistit, kde sa nachadzaji spominané mince?

Opravovali: Gaba Vozarikova a Veronika Kopcéova Pocdet riesitelov: 36
RieSenie:

Uloha sa da riesif metédou pokus-omyl, ale sktisme si ju trosku sformalizovat. Najprv sa zamyslime
nad tym, ¢i je vOobec teoreticky mozné najst hladané otézky zo zadania. Moznych dvojic pohéarov,
pod ktorymi sa mo6zu mince nachadzat je 9. Moznych kombinacii odpovedi na otazky je tiez 9. Teda
mame aspoil Sancu, ze tie otdzky mozeme najst.

Potrebujeme teda najst dvojicu otazok, ktord kazdej moznej dvojici poharov priradi jednoznacnu
dvojicu odpovedi. Uzito¢né preto bude reprezentovat otézky nie ako mnoZiny poharov, na ktoré sa
pytam, ale uz ako odpovede na dvojice poharov. Teda napriklad, ak sa pytam v otazke na pohare
s ¢islom 1, 2 a 5, tak tato otdzku reprezentujem ako deviticu 2, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0 (kedze ak by boli
mince pod prvym a druhym pohdrom, otdzka da odpoved 2, ak medzi druhym a tretim, odpoved
bude 1, ...). Devitic z ¢isel 0, 1, 2 je vela, avSak nie kazda je vhodné. Na to, aby reprezentovala
otézku, musi nutne spliiat obmedzenia:

1. v devitici sa nemdze vyskytovat retazec 0, 1, 0. Totizto ak dvojica, na ktort dostaneme odpoved
1 je tvorend pohdrmi s ¢islami (n,n + 1), tak to znadi, Ze sa v otazke pytame na préave jeden
z nich. Potom ale nutne odpoved na asponl jednu z dvojic (n — 1,n), (n + 1,n + 2) je aspon 1.

2. nemodze sa vyskytovat retazec 0, 2 ani 2, 0. Opiit, ak dvojica, na ktorti dostaneme odpoved 2
je tvorend poharmi s ¢islami (n,n + 1), tak susednd dvojica ma odpoved aspon 1.

3. vzhladom na to, Ze dvomi otdzkami potrebujeme priradit prvkom mnoziny {(1,2), (2, 3), (3,4),
(4,5), (5,6), (6,7), (7,8), (8,9)} jednozna¢ne prvky mnoziny {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1),
(1,2), (2,0), (2,1), (2,2)}, nutne musi platif, Zze pocet nil, jednotiek a dvojok je v devitici
rovny trom.

Tymito podmienkami sa ndm znac¢ne obmedzia mozné devitice, pripustné st napriklad tieto:
(2,2,2,1,1,1,0,0,0); (2,1,0,0,1,2,2,1,0); (2,2,1,0,1,2,1,0,0); (2,1,0,0,0,1,2,2,1);
(2,2,1,1,0,0,0,1,2); (2,1,0,1,2,2,1,0,0); (2,1,2,1,2,1,0,0,0) a mnohé dalsie.

Z nich potrebujeme vybrat dve deviitice také, ktoré skutoéne mozu reprezentovat otazky. Navyse
dvojica otazok mé byt zvolena tak, aby roznym dvojiciam poharov priradila rozne dvojice odpovedi.
Tato vlastnost spliiaji napriklad deviitice (2,2,2,1,1,1,0,0,0) a (2,1,0,0,1,2,2,1,0).
Potrebujeme eSte overit, Ze naozaj z nich mozno sformulovat otézky. To je ale splnené, kedze devitici
(2,2,2,1,1,1,0,0,0) odpoveda otazka: ,Kolko minci sa nachddza pod poharmi s ¢islami 1,2, 3,4, 67,
a devitici (2,1,0,0,1,2,2,1,0) odpoveda druhé otézka: ,Kolko minci je pod poharmi 1,2,6,7,87¢
Pomocou tychto otdzok teda vieme podla odpovede jednoznacne povedat, kde sa mince budi naché-
dzaf.

Komentdr: Samozrejme, vzorové rieSenie nie je jediné, aj vam sa ich podarilo najst viacero. Niektori
ste sa na ulohu divali viac hravo, ini menej, ocenujeme obrazky Salok a dychbertice tabulky :-).
Bodiky sa strhavali iba za neukazanie toho, Ze vase otazky st ozaj dobré, inak bolo vsetko, ako ma
byt. Len tak dalej!

3. Dani je konecnd mnozina M tetiv kruznice k. Vieme, ze kazda tetiva z M prechadza stredom
inej tetivy z M. Dokazte, ze vSetky tetivy v M st priemermi kruznice k.

strom@strom. sk
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Opravovali: Janka Baranova a Katka Curna Pocet riesitelov: 31
RieSenie:

Na zadciatok by bolo vhodné spomenit vSetko, ¢o vieme o tetivach. Tetiva je tisecka, ktorej koncové
body lezia na kruznici. Pozname Specialnu tetivu, ktora prechadza stredom kruznice a tou je priemer.
Os kazdej tetivy prechddza stredom tejto kruznice (dokazat to iste zvladnete aj sami, kedZe tetiva
spolu so stredom kruZnice vytvara rovnoramenny trojuholnik — ramend st polomery kruznice). To
znamend, ze vzdialenost stredu kruznice od tetivy (najkratSia kolmé vzdialenost) je rovnaka ako
vzdialenost stredu kruznice od stredu tetivy.

Pozrime sa teraz na ti nasu mnozinu M. Ulohu dokaZeme sporom.

Predpokladajme teda, ze niektoré z tetiv (aspon jedna) nie st priemermi. Vezmime teraz taku tetiva
z M, ktorej vzdialenost od stredu je najmensia (ak ich je viac, vezmime Iubovolnt z nich). Tato
tetivu oznacme AB, jej stred T a stred kruznice S. Z definicie mnoziny M vieme, ze stredom T musi
prechadzat ind tetiva — oznacéme ju XY a jej stred Z. O tejto tetive eSte vieme, Ze jej vzdialenost od
S je aspon také velkd, ako vzdialenost tetivy AB od S.

X Pozrime sa teraz na obrazok — ST je kolmé na AB, SZ je kolmé
na XY (uz vieme preco). V8imnime si trojuholnik SZT — je pra-
vouhly s pravym uhlom pri vrchole Z, teda SZ (vzdialenost S od
tetivy XY') je odvesna a ST (vzdialenost S od AB) je prepona.
Vieme, Ze prepona je dlhsia ako odvesna a teda, Ze vzdialenost
S od tetivy AB je vicsia ako vzdialenost S od XY, ¢o je spor
s predpokladom, Ze tetiva AB je najblizsie k stredu S. Predpo-
klad bol teda nespravny, Cize naozaj vSetky tetivy z mnoziny M
su priemery k.

4. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je ¢islo n™ —n delitelné 24. (Nestaci v8ak iba popisat
tieto ¢isla, ale treba dokéazat, Ze vSetky najdené ¢isla vyhovuju a Ziadne iné nevyhovuje.)

Opravovali: Pefo MiloSovi¢ a Tomas Ludivjansky Pocdet riesitelov: 24
Riesenie:

Dany vyraz si zapiSme trochu v inom tvare n- (n"~! — 1), ktory je pre nas vyhodnejsi. Kedy je nejaké
prirodzené ¢islo delitelné ¢islom 247 Vtedy, ak je delitelné tromi a 6smimi stcasne. Rozoberme dva
mozné pripady: n je neparne, resp. n je parne prirodzené cislo.

Ak n je neparne, potom sa da zapisat v tvare n = 2k — 1, k € N. Akdkolvek prirodzend moc-
nina neparneho ¢isla bude stale neparnym c¢islom, preto n” je v tomto pripade urcite neparne cislo.
Aplikovanim zndmeho vzorca a? — b? = (a — b) - (a + b), mdZeme vyraz n™ — n upravit:

= ) = e (0 1) = (0= 1) (0 )

Ak n je vicsie ako 1, tak lahko mozeme vidiet, Ze v zatvorkach méame dve po sebe idtce parne cisla.
Jedno z tychto parnych ¢isel bude urcite delitelné Styrmi, a preto ich stcéin bude delitelny dsmimi.
Ak n =1, dostdvame n™ —n=1—1=0 a 0 je delitelnd 24, ¢ize n = 1 je rieSenim.

Pozrime sa teraz na delitelnost tromi. Podla toho, aky zvySok dava n po deleni tromi, ho vieme
zapisat v tvare n = 6/ + 1, n = 61 + 3 alebo n = 6/ + 5, pricom [ € Nj.

Pokial n = 61 +3 = 3- (2l + 1) (I € Np) tak n je delitelnd tromi, ¢ize tromi je delitelny aj vyraz
n - (n""1 —1) = n® — n. Pre neparne ¢isla n delitelné tromi teda plati, Ze n™ — n je delitelné 24.

Co ak n nie je delitelné tromi? Rozoberme podrobne pripad n = 6/ + 1 (I € Ny). V tomto pripade

http://seminar.strom.sk
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vieme vyraz zo zadania upravit:
n" —n = (60 + 1) — (61 4+1) = (61 4+ 1) - [(61 +1)% — 1]

Posledny ¢len vieme upravit podla binomickej vety:

(61 +1)% — 1 = (61)% + <61l) - (61)%1 + (Zl) (60)%2 4. + <6l .

) -(6)+1-1
Vidime, Ze sme dostali vyraz, v ktorom kazdy ¢len je delitelny tromi, ¢ize aj n™ —n je v tomto pripade
delitelny tromi.
Analogickym postupom pre pripad n = 6/+5 (I € Ny), ktory vieme zapisat aj akon = 6I'—1 (I’ € N)
dostavame vyraz

n"—n=(6'—1)-[(6I' = 1)% 2 —1].

Tento vyraz vieme roznasobit podla binomickej vety a kedZe (—1)%~2 = 1, jednotky sa nam opét
,pokratia“ a vysledny vyraz bude delitelny tromi.
Pre akékolvek nepéarne ¢islo n sme teda ukdzali, Ze vyraz n"™ — n je delitelny ¢islom 24.

Pokial n je parne ¢islo, tak n"~! —1 je vzdy neparne ¢islo. KedZe 24 m4 delit n® —n =n - (n"~1 — 1),
tak n musi byt delitelné 8. Opiit teraz rozoberme tri moznosti podla zvysku n po deleni tromi.

Ak n je delitelné tromi (dokopy je delitelné 24), tak je zrejmé, ze aj n™ — n je delitelné 24.
Akn=6l+2 (I € Np), tak

n" —n = (6 +2)572 — (61 +2) = (61 + 2) - [(6] 4 2)%** —1].
Pokial znovu pouzijeme binomicki vetu a fakt, ze 26! ddva zvySok 2 po deleni tromi (premyslite si
preco), tak vidime, Ze tento vyraz nie je delitelny tromi.
Ak n =60l+4 (I € Ny), tak dostdvame

n" —n = (61 +4)576 — (61 +4) = (61 + 4)[(6] + 4)%3 —1].

V tomto pripade zase vieme zistit, Ze ¢islo 4 umocnené na neparnu mocninu dava vzdy zvysok 1
po deleni tromi (premyslite si preco). Vyraz (61 + 4)5+3 — 1 je teda delitelny tromi pre lubovolné
prirodzené ¢islo .

Zadaniu tlohy vyhovuju vSetky neparne prirodzené ¢isla n, vSetky prirodzené ¢isla delitelné 24 a pri-
rodzené ¢isla delitelné 8, ktoré davaji po deleni tromi zvysok 1 (takéto Cisla sa daju napisat v tvare
24k + 16, k € Ny.

5. Jozko si z pismenkovej polievky vytiahol pismena A, B a C a poloZil ich na st6l do radu vedla seba.
Potom ich zacal vymienaf takymto sposobom: Zobral dve a vymenil ich medzi sebou. Napriklad
po prvej vymene ich mohol maf takto: B A C. Ferko sa ho pyta: ,,Pocuj, vedel by si spravit presne
57 vymen tak, aby si mal opiaf A B C v tomto poradi?* A potom sa ho pyta Marek: ,, A keby si
mal pismenkd M A R E K7“ Poradte Jozkovi, aby nestratil Ferkove ani Markove kamaratstvo.

Opravovali: Robo Téth a Laco Baco Pocet riesitelov: 26
RieSenie:

Takmer vsetci z vas si velmi spravne uvedomili, Ze nejde o to, kolko mé dané slovo pismen, ale rie-
Sitelnost tlohy zavisi len od parity poctu vymen. RieSenie pre ABC je pomerne jednoduché, staci si
uvedomit, Ze z pozicii ABC, CAB a BCA sa da dostat iba do pozicii ACB, CBA a BAC a naopak.
Na neparnu vymenu sa dostaneme do druhej trojice a na parnu zase spit. Z toho jasne vyplyva, ze
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2010/2011 6 STROM

na 57 vymen sa do povodnej trojice, a teda ani do stavu ABC, ned4 dostat.

Druh4 c¢ast ulohy pre pismend MAREK sa samozrejme da vyriesit podobnym sposobom, ale stavov
tu mame o poznanie viac — 120. Vypisovat ich do rieSenia sa nikomu z vas nechcelo a urcite chéapete,
ze sa tuloha dé vyriesit jednoduchsie. Podme sa teda pozriet na to, ako.

Toto riesenie je v podstate spojenim dvoch myslienok, ktoré sa vyskytli vo vasich rieSeniach. Oznac¢me
takéto premenné: MA, MR, ME, MK, AR, AE, AK, RE, RK, EK. Ak st v slove pismen&, podla
ktorych sme premenné nazvali, v spravnom poradi (v tom pévodnom), ich hodnota bude nula, ak st
v zlom, tak ich hodnota bude jedna. Dalej inverziou slova budeme nazyvat siéet tfchto premennych.
Myslienka Mata Vodicku: Napriklad inverzia slova AMKRE bude: MA+ MR+ MFE + MK + AR+
AE+AK+RE+RK+FEK=140404+04+04+0+0+0+1+1= 3. Na zaciatku je inverzia
slova 0, na konci tiez — médme dobry invariant (nieco, ¢o sa nezmeni), s ktorym sa da pracovat.

Po troche skimania si uvedomime, Ze po prvej vymene je inverzia neparne ¢islo, po druhej parne,
po tretej je to zase ¢islo neparne atd. Toto staci uz len dokézat, pretoze na konci musi byt inverzia
parna — nula. Potom budeme vedief jednoznacne povedat, Ze na to treba parny pocet operacii.

Pozrime sa teraz na naSu prvi vymenu. Mame slovo MAREK, vyberieme lubovolné dve pismena
z neho a vymenime ich medzi sebou. Teraz si treba uvedomit, kolko z naSich premennych sa zmeni
z nuly na jednotku.

Vymenené pismend nech si X a Y. Potom sa zmenili vSetky premenné, ktoré hovorili o pozicii
X a pismenach, ktoré boli pévodne medzi X a Y, lebo X sa presunulo za ne. Takisto sa zmenili
vsetky premenné, ktoré hovorili o pozicii Y a pismenach, ktoré boli pévodne medzi X a Y, lebo YV
sa presunulo pred ne. Tu si treba uvedomit, Ze takychto premennych je spolu parny pocet, pretoze
ide dvakrat o tie isté pismena, ¢o boli povodne medzi X a Y. Taktiez sa zmeni eSte premenna XY,
kedZe sme vymenili tieto dve pismena. Dokopy sa teda zmenil neparny pocet premennych — neparny
pocet nil na jednotku (kedZe na zaciatku st tam len samé nuly) a inverzia bude po prvej vymene
vzdy neparna.

Uvedieme priklad: vymenime pismena A a K. Zmenia sa premenné AR, AE, RK, EK a este AK.
Inverzia sa zmeni na 5. Co sa ale stane pri dalsej vymene?

Rovnakou tvahou vieme dospiet k tomu, Ze sa opidf zmeni neparny pocet premennych. Niektoré
nuly na jednotky a niektoré jednotky na nuly. AvSak ¢o to znamena pre naSu inverziu? Neparne
vela premennych sa zmenilo. Dajme tomu, Ze z toho parne vela jednotiek a neparne vela nul. To ale
znamena, ze z povodnej inverzie ubudlo parne ¢islo a pribudlo k nemu neparne — inverzia je teraz
parna. Ak sme zmenili neparne vela jednotiek a parne vela nil, tak z inverzie ubudlo neparne ¢islo
a pribudlo k nemu parne — inverzia je teraz parna. Z toho jasne vidno, ze po druhej vymene, nech
je akdkolvek, bude inverzia parna. A opéif, rovnakou tvahou dostaneme, Ze po tretej vymene bude
inverzia neparna atd., ¢o sme chceli dokdzat (myslienka Katky Krajéiovej).

Urcite chapete, Ze toto rieSenie vobec nevyuziva, ze pismen je 5 a teda rovnaka tvaha (len pre viac
premennych) sa bude dat pouzit pre lubovolny pocet pismen.

Iné riesenie casti a):

Predstavte si rovnostranny trojuholnik ABC' vystrihnuty z papiera. Jednu jeho stranu namalujeme
nacerveno, druhtt namodro. Co sa deje, ak chceme ,,vymenit“ nejaké jeho vrcholy? Spravne, tieto dva
vrcholy chytime, a trojuholnik otoc¢ime, ¢o sposobi, Ze odteraz uz vidime ina farbu. To sa bude diat
zakazdym, ked takato vymenu spravime. Ak teda pdvodny stav bola Cervend farba, dostaneme sa
k nemu len po parnom pocte vymen. Skoda preskoda, Ze to pre viac pismen takto krasne jednoducho
nefunguje. . .
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6. Ostrouhly rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladniou AB je vpisany do kruznice k. Vnutri
kratsiecho z oblikov AB kruznice k lezi bod D. Nech kq, resp. ko, je kruznica prechadzajuca
bodom D a dotykajica sa priamky C'A v bode A, resp. priamky C'B v bode B.

a) Dokézte, ze druhy prieseénik kruznic ki a ko (rdzny od bodu D) lezi na priamke AB.
b) Dokézte, Ze sicet polomerov kruznic k; a ks je rovny polomeru kruznice k prave vtedy, ked je
trojuholnik ABC' rovnostranny.

Opravovali: Edo Eiben Pocet riesitelov: 15
Riesenie:

Na Gvod by som povedal, Ze od vés prisli r6zne spravne riesenia, a preto si myslim, ze by bola skoda,
keby som vam neukézal aspon niektoré z nich. Za¢nem jednym, o ktorom si myslim, ze nevyzaduje
vela znalosti roznych viet a vlastnosti a zaroven je vcelku kratke. c

a) Ozna¢me prieseCniky kruznic k;, ko s tise¢kou AB, rozne od bo-
dov A, B, ako E; a E,. Dalej ozna¢me velkost vnitorného uhla pri
vrchole A v trojuholniku ABC' ako «. KedZe nas trojuholnik je rov-
noramenny, tak aj |4 ABC| = « a uhol | ACB| = 180° — 2a. Zo
zadania je AC dotyc¢nica ku kruznici k; a teda z vlastnosti isekového
uhla ! je aj uhol |[JADE;| = «. Podobne aj uhol | BDE,| = a.
Zaroven vieme, ze Stvoruholnik ADBC' je tetivovy, preto |[J ADB| =
2a a taktiez je to sucet velkosti uhlov ADE; a E;DB. Z toho vy-
plyva, ze aj |4 E1DB| = a. Kedze body E; a E, lezia oba na AB
a uhly BDFE, a BDFE, st rovnaké, tak nutne aj body E; a E5 su to-
tozné a teda kruznice sa pretinaju v bode F = E; = FE5 na usecke

AB.

b) Ozna¢me E druhy prieseénik kruznic k; a ky. Vieme, Ze velkost
obvodového uhla nad tetivou AF v kruznici k; je a a taktiez aj uhly
v nad tetivami BE a AC v kruzniciach ky a k st velkosti . Sktsme

preto vyjadrif polomer kruznice pomocou dizky tetivy, ozna¢me ju a,
% a velkosti uhla nad danou tetivou — «.

Stredovy uhol k uhlu o mé velkost 2c.. Zaroveri mame trojuholnik, ktory
je rovnoramenny, jeho ramend st polomery kruznice — r, zékladna je a
a velkost uhla, ktory zvieraju ramen4, je 2«.. Odtial uz lahko doratame,

7e 2
a

r=—-":

2-sin«
, . P . lAC] . |AE|
Teraz ndm ni¢ nebrani vyjadrit polomer kruznice k£ ako r = 5= kruznice k; ako r; = ;=
B 2-sina’? 2-sina

a kruznice k, ako ry = 2|_Sim|l. Teda r = r{ + 7o, prave vtedy, ked

|AC|  |AE] N |EB|
2.sina  2-sina  2-sina’
¢o nastava iba ak |AC| = |AE| + |EB|, pricom vieme, 7e |AE| + |EB| = |AB|.
Takze r = r; + ry prave vtedy, ked |AC| = |AB| a kedZe trojuholnik ABC' je rovnoramenny so
zakladiou AB, tak musi byt rovnostranny. To vSak bolo treba dokazat.

!Pre tych, ¢o nepoznaji vetu o tisekovom uhle, nech si to skisia dokazat, nie je to velmi zloZité a staci vyuzit iba
fakt, ze AC je doty¢nica v bode A ku kruznici k7. Teda ak S; je stred k1, tak AS; je kolmé na AC' a to, Ze stredovy
uhol je dva krat obvodovy

2Uhol a je vzdy z intervalu (0°,180°), kde je sinus kladny, teda rozny od nuly.
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Iné riesenie:

Teraz ukdzeme par alternativnych riesSeni Casti a). Prvé z nich nevyuziva este ziadne naro¢né po-
znatky. Druhé uz vyuziva mocnost bodu ku kruznici a chordalu. Tretie, najkratsie z nich, dokonca
kruznicovu inverziu.

1. Stvoruholnik ADBC je tetivovy, preto sucet velkosti protilahlych €
uhlov CAD a C'BD je 180°. Ozna¢me X nejaky bod na polpriamke
opacnej k AC' a Y bod na polpriamke opac¢nej k BC. Uhol X AD je
doplnok uhla CAD do 180° a uhol Y BD uhla C'BD. Preto aj stcet
velkosti uhlov XAD a YBD je 180°. Ak ozna¢ime druhy priesecnik
kruznic ki a kg ako E, tak uhol AED je usekovy k uhlu XAD v kruz-
nici k; a uhol BED je tisekovy k uhlu Y BD. Stcet uhlov AED a DEB
je teda tiez 180°, c¢ize E lezi na tisecke AB.

2. Nech E je druhy priesecnik kruznic ki a ko. Dizky CA a OB su
rovnaké a zaroven su to dotycnice ku kruzniciam k; a ko. Bod C' ma
preto rovnaki mocnost ku kruZzniciam k; a ko, teda lez na chordéle
tychto kruznic. Tym padom bod E lezi na priamke C'D. Ozna¢me X
priesecnik tseciek AB a C'D. Kedze ADBC' je tetivovy Stvoruholnik,
tak uhol C' DA je rovnaky ako uhol C'BA, ktory je zo zadania rovnaky ako uhol C'AB, ¢o je vlastne

¢ aj uhol CAX. Uhly ACX a ACD st rovnaké, kedZze je to vlastne ten
isty uhol. Trojuholniky AC'D a XCA maja preto rovnaké uhly a teda
st podobné. Plati teda

|ICA]  |CD|

ICX|  |CA|
takze |CX|-|CD| = |CAJ? ¢o znamend, Ze bod X lezi na kruZnici
ki. Kedze priamka CD modze mat s k; najviac dva prieniky a X je
rozny od D, tak X = E. Tym paddom druhy priesec¢nik kruznic lezi na
priamke AB.

A W B 3. Ozna¢me FE druhy priesec¢nik kruznic k; a ky. Kruznicova inverzia

Pl so stredom v bode C' a polomerom C'A ponecha body A a B, priamky

CA a CB, aj kruznice k; a ks na mieste. Bod D sa preto len vymeni s bodom E. Pritom obraz bodu
D lezi na obraze kruznice k, ¢o je priamka AB.

Teraz eSte jedno alternativne rieSenia ¢asti b), ktoré nevyuziva cast a).
Oznacme Sy, resp. S stredy kruznic kq, resp. ko, a S stred kruznice k.
Nech F' je stred kratsieho z oblukov AB kruznice k. Bod S, resp. Ss,
lezi vnutri tsecky AF, resp. BF'. Ukdzeme, Ze sucet velkosti polomerov
kruznic k; a ko je rovny dlzke tsecky AF.

Stadi dokazaf, ze dlzky tse¢iek SiF a S,B st rovnaké, ¢ize trojuhol-
niky S1SF a S3SB st zhodné. Tieto dva trojuholniky maja zhodné
strany SF a SB. Dalej majt zhodné uhly SF'S; a SBS,, ¢o vyplyva zo
zhodnosti trojuholnikov AF'S a F'BS. Nakoniec, aj uhly S1SF a S2SB
maju rovnaku velkost, ¢o ukdzeme pocitanim uhlov.

Priamka SS; je osou usecky AD, oznaéme « velkost zhodnych uhlov
ASSy a S1SD. Priamka S5, je osou tsecky BD, oznacme [ velkost
zhodnych uhlov DSS; a S5SB. Uhly ASF a BSF' st zhodné, preto . y
ich velkost je o+ 8 — polovica velkosti uhla ASB. Uhol S;SF ma teda

velkost .
Analogicky, ako sme dokazali, ze |S1F| = |SeB|, vieme dokéazat aj |SoF'| = |S1Al, ¢o neskor vyuzijeme.
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Stcet dlzok kruznic k1 a ks je rovnaky ako dlzka kruznice k préave vtedy, ked stcet velkosti polomerov

k1 a ks je rovny polomeru kruznice k. To nastane prave vtedy, ked |AF| =

CF .
%, a z pravouhlého

trojuholnika C'F'A hned vidime, Ze to nastane vtedy a len vtedy, ked ma uhol AC'F velkost 30°, ¢ize
ked je trojuholnik ABC' rovnostranny.

Poradie po 1. sérii Letného semestra 35. ro¢nika
P. Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4. 5. 6.|B|CS
1. Katarina Krajciova Kvarta GAlggKE |6 9 9 9 5 9|9 |51
2. Martin Vodicka Sexta GAlggKE |7 9 9 9 5 9| 7] 50
3. Miroslav Stankovié¢ 1. A GPostKE | - 7 8 9 7 91949
4. Matus Hlavacik Sexta GAlggKE |7 8 9 9 - 8| 7]48
5. Klara Fickova 3. A GPostKE {4 9 9 9 6 9|0 46
6. Kristina Fagulova 3. A GPostKE |5 9 9 9 5 80|45
7. Dorota Jarosova Kvarta GAlgjKE |6 9 3 6 4 - |9|37
8. Ludmila Simkova Kvinta GParoNR |6 9 7 - 4 - |91 35
9. Viktor Lukacek 3.C GSevéPO |6 9 9 1 9 - |0/ 34
Miloslav Homer 3. A GPostKE |8 9 7 5 5 - 10| 34
11. Michal Kopf 3. A GSlezCZ |6 9 6 8 - 4]0/ 33
Jan Jursa 1. A GPostKE |7 9 4 - 4 -9 33
13. Pavol Koprda Septima A | GHvieTT |5 9 9 5 4 - |0 32
14. Linda Hanslikova 2. A GSlezCZ |5 9 2 8 4 - |2130
15. Dominik Teiml 4. AK GEColCZ |3 9 6 9 - 1]1]29
Irena Bacinska Kvinta GKomeLY |5 9 1 1 4 -19]29
17. Lucia Magurova 2. A GPostKE | 7 1 3 7 - 9]1] 28
Vladislav Vancak KvintaB | GAIejKE |4 9 4 1 1 1|9/ 28
Daniel Till 3. A GPostKE | 6 9 8 5 - - 1]0] 28
20. Ladislav Hovan 4. A ZKrodKE | - 9 9 - - 9 10|27
21. Anton Gromdczki 9. A ZStanKE | - 9 4 0 4 - |9 26
22. Martin Rapavy Kvinta A | GAlgjKE |7 9 - - - - 19|25
23. | Patricia LakatoSova Kvarta GsvEdKE | - 9 6 - -19 |24
24. | Barbora Marecakova | Septima | GKukuPP | 6 3 - 5 6|0 22
25. Augustin Zidek 3.B GFrydCz |3 9 - 9 - -10]|21
26. Peter Hojnos 1.E GSkolSN |1 9 - - - -]19]19
27. Vladimir Macko 2. A GHronZV |4 4 7 - 2 - |0 17
Jozef Lelic¢ 3. A GPostKE {4 9 - - 4 - 10|17
29. | Maria Orendacova 1. A GPostKE |4 3 1 - 1 31]4]16
Zuzana Baxova 3. E GlmajTN |2 9 4 1 - - |0] 16
31. Marek Galajda 2. A GZbroKE |7 - 4 - - 40|15
32. Ivana Gaskova Septima GAlggKE | - 9 - 5 - 0] 14
33. | Veronika Kolvekovéa 3. A GPostKE | - 9 - - 4 -0 13
34. | Alexandra Pistrakova 3. A GPostKE {4 - 3 - 3 -0/ 10
35. | Roman Pivovarnik Kvinta A | GMudrPO | - 3 - - 2 - 13| 8
Daniel Ondra 1. A GPostKE |1 3 1 - - -3/ 8
37. Lucia Florianova 1. A GPostKE | - - - - 3 -13| 6
38. Jan Dudic 2. A GPostKE |2 - 1 - 0 1[0 4
39. Marcel Ceselka 2.C GSkulKE | - 2 - 0 1 -[0]| 3
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P. | Meno a priezvisko | Trieda Skola 1. 2. 3. 4. 5. 6.|B|CS
40. Marcel Franc¢ak 2B |GMieelNO| - 0 0 1 1 -10] 2
Martina Oravcova | 1. A | GPostKE |1 - 0 - - - |11 2

Pohar konstruktérov Letného semestra 35. ro¢nika

P. Skratka Skola, P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnézium Postova 9 042 52 Kosice 15 | 339
2. | GAlgjKE Gymnézium Alejova 1 041 49 Kosice 7 253
3. | GSlezCZ Slezské Gymnazium Zamecky okruh 29 746 01 Opava 2 63
4. | GParoNR Gymnézium Parovska 1 950 50 Nitra 1 35
5. | GSev¢PO Gymnézium sv. Moniky Tarasa Sevéenka 1 080 01 Presov 1 34
6. | GHvieTT Gymnazium Angely Merici Hviezdoslavova 10 917 01 Trnava 1 32
7. | GEColCZ | The English College in Prague Sokolovska 320 190 00 Praha 9 1 29
GKomeLY Gymnézium Komenského 13 082 71 Lipany 1 29
9. | ZKro4dKE Zékladna skola Krosnianska 4 040 22 Kosice 1 27
10. | ZStanKE Zékladna skola Stanicna 13 040 01 Kosice 1 26
11. | GsvEdKE Gymnézium sv. Edity Steinovej Charkovska 1 040 22 Kosice 1 24
12. | GKukuPP Gymnézium Kukucinova 058 39 Poprad 1 22
13. | GFrydCZ | Gymnézium Namésti T.G.M. 1260 73911 Frydlant nad Ostravici | 1 21
14. | GSkolSN Gymnézium Skolska 7 052 01 Spisskd Nova Ves 1 19
15. | GHronZV Gymnézium Hronska 1467/3 960 01 Zvolen 1 17
16. | GlmajTN Gymnézium 1. méaja 2 911 01 Trencin 1 16
17. | GZbroKE Gymnaz. sv.T.Akvinského Zbrojnicna 3 040 01 Kosice 1 15
18. | GMudrPO Gymnéazium J. A. Raymana Mudronova 20 080 01 Presov 1 8
19. | GSkulKE Evanjelické gymnézium Skultétyho 10 040 01 Kosice 1 3
20. | GMierNO Gymnéazium A. Bernoldka Mieru 307/23 029 01 Namestovo 1 2

Za podporu a spolupriacu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice

e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach

e Agenture na podporu vyskumu a vyvoja prostrednictvom projektu:
LPP-0057-09 Rozvijanie talentu prostrednictvom korespondencénych seminarov a stutazi
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