Cislo 2 Zimny semester 34. ro¢nika (2009/2010)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Ahojte, sTROMdci!

Prva séria bola vami uz davno zasadena, vykliCila a prave teraz prinasa svoje plody. Pri tej druhej
ste tiez isto vyuzili vSetky svoje polnohospodarske znalosti. Uz viete rozlisit koren cibule od korena
kvadratickej rovnice, a ti sktisenejsi aj STROM od stromu. Celé STROMaécke polnohospodérske
druzstvo je na véas velmi hrdé.
Je to takmer neuveritelné, ale aj v tomto svete plnom lasky, $tastia a pokoja je miesto, kde sa
zvadza nelutostny boj — boj o titul najlepsieho rolnika. Medzi prvou péticou rivalov sa najde kadeco
— jeden z prirodnych zivlov, ornitolégmi doposial nepreskiimany druh vtaka, Maridn z Hornej Zeme,
superhrdina Robotot a Mojo. Ale kazdy v tabulke, nech uz je akokolvek vzdialeny od mien tychto
piatich, si zaslizi podobné skomolenie svojho mena :-).
Lala, dalsia tabulka, pod tou prvou ukryta a poharom konstruktérov zvana! A aha, kto je na jej Cele!
Pssst, nie¢o poc¢ujem. .. kridlo alejakov kri¢i nieco o pomere :-).
Dost bolo bojov, 11¢im sa s vami mySlienkou z Biblie, Izaids 2:4: ,Budi musiet prekovat svoje mece
na radlice a svoje oStepy na vinarske noZe... ani sa uz viac nebudu ucit vojne.*
Nech sa dari vasej péde! Prijemnt zabavu!

Vasi STROM isti
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Vianocny MazxiKlub

Tak, ako po minulé roky, aj tento rok sa uskuto¢ni neformaélne stretnutie riesitelov, veducich, byvalych
rieSitelov, byvalych veducich a vobec vSetkych Tudi, ktorych spaja pozitivny vztah ku korespondenc-
nym matematickym seminarom Malynéar, Matik a Strom. Inymi slovami

Viano¢ény MaxiKlub Mladych Matematikov,
na ktory vas vSetkych srdecne pozyvame. Uskutocéni sa v utorok 22. decembra na Prirodovedecke;j
fakulte na Jesennej 5 v Kosiciach, v miestnosti P/12 (druhé poschodie) v ¢ase 12.00 — 18.00.
Tesime sa na vas vSetkych :-)

RieSenia 1. série uloh zimného semestra 34. ro¢nika

1. Je zname, Z%e kazdy rovnostranny trojuholnik vieme strednymi prieckami rozdelit na 4 mensie
rovnostranné trojuholniky. Podobne vieme rozdelit kazdy $tvorec na 4 mensie Stvorce. Dokazte,
ze pre kazdé n > 6 vieme Tubovolny rovnostranny trojuholnik rozdelit na n (nie nutne zhodnych)
rovnostrannych trojuholnikov. Je pravda, Ze pre kazdé n > 6 vieme Iubovolny Stvorec rozdelit
na n (nie nutne zhodnych) stvorcov?

Opravovali: Jakub Sedlak a Vlado ,,Droopy*“ Novak Pocet riesitelov: 57
RieSenie:

Stredné priecky rozdeluji rovnostranny trojuholnik na 4 zhodné rovnostranné trojuholniky. Rovnako
osi stran delia Stvorec na 4 zhodné stvorce. Pozrime sa najprv na stvorce. Rozdelenim stvorca osami
stran vzrastie pocet Stvorcov o 3. Ak by sme toto delenie zopakovali na mensom novovzniknutom
Stvorci opit, ziskame dalSie tri Stvorce. Teraz uz mame 7 Stvorcov. Ak by sme povodny Stvorec takto
delili k-krat, vzrastie pocet Casti o 3 - k. Ak vieme pocet Stvorcov zvySovat takto o tri, sta¢i nam
zostrojit rozdelenia na 6, 7 a 8 Casti. VSetky dalSie moznosti pre n > 6 uZ z nich vieme dostat
pripoc¢itanim 3. (Premyslite si poriadne, pre¢o nam to staci. Napovedou je matematickd indukcia.)
Rozdelenie na 7 ¢asti sme popisali vysSie. Rozdelenia na 6 a 8 ¢asti mozete vidiet na obrézkoch:

2 1 3 1
3 3 4 4
1
1 1
3
2
3 3 1
4 1
1
3
1
1
1 1
3 3 1 1
4 4
1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 4 4 4 4
6 Casti 8 Casti

Rovnaky princip funguje aj pre rovnostranné trojuholniky, avSak nebudeme delit osami stran, ale
strednymi prieckami. Delenie na 7 ¢asti opét dostaneme len pomocou dvojnésobného pouzitia delenia
strednymi prieckami. Delenie na 6 a 8 rovnostrannych trojuholnikov dostaneme napr. takto:
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Ki—

1

1 1
3 3
6 casti 8 casti
To, Ze vietky ¢asti st rovnostranné trojuholnik resp. §tvorce vyplyva napriklad z naznacengch dlzok

stran.

ol
PN
NP,
PN,
PN,

Komentdr: Nakolko tato tloha nebola az takéa tazka, tak nase hodnotenie rieSeni bolo pomerne prisne.
Niektori ste sice ukazali moznosti pre vytvorenie delenia na 6, 7 a 8 rovnostrannych trojuholnikov, ale
nezdovodnili ste, preco ukazka tychto deleni postacuje. Poniektori ste neukazali, Ze vami vytvorené
trojuholniky st naozaj rovnostranné. Preto do budtcna nezabtudajte aj pri lahko vyzerajtcej tlohe
jednotlivé kroky vasho rieSenia poriadne zdovodnit.

Téato tloha vadm nerobila problémy, a tak sme s radostou mohli viiéSine z vas dat vysoké pocty bodov.
Len tak dalej. :-)

2. Kolko je dvojic kladngych celych ¢isel (a,b) takych, Ze a a b st nesudelitelné a navyse

a n 14b
b 9a
je celé ¢islo? Kolko by ich bolo, ak by a a b boli stdelitelné?

Opravovali: Gabriela Vozarikova a Tomas Kocak Pocdet riesitelov: 50
RieSenie:

a) Cisla a a b st nestdelitené.
Na zaciatok si vyjadrime stcet danych zlomkov v tvare jedného zlomku

o 14b 942 + 1412
b 9a  9ab

Tento zlomok méa byt zo zadania celé ¢islo, teda menovatel musi byt delitelom citatela, a tak 9ab deli

9a% + 14b. Musi teda platit:

1. 9 deli 9a% + 14b%, aviak 9 deli 9a?, teda musi platif aj to, Ze 9 deli 14b%. Cisla 9 a 14 st
nestdelitelné, ¢ize 9 musi delit b?. Z toho vyplyva, Ze b je nasobkom é&isla 3.

2. a deli 9a® + 14b?, aviak a deli 9a2, teda musi platit, ze a deli 14b%. Cisla a a b st nestdelitelné,
¢ize aj a a b* st nestdelitelné. Z toho ale vyplyva, ze a deli &slo 14.

3. b deli 9a® + 1402, avsak b deli 14b%, teda musi platif, Ze b deli 9a®. Cisla b a a st nestudelitelné,
Cize aj b a a® st nestdelitelné. Z toho vyplyva, Ze b deli &slo 9.
Z 1. a 3. podmienky vyplyva, ze b musi byt 3 alebo 9. Z 2. podmienky pre a plati, Ze patri do mnoziny
{1, 2,7, 14}. Ak b = 9, tak po dosadeni do povodnej rovnice dostaneme
9a°+14-9-9 a*+14-9
9-9a  9a
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z ¢oho dostaneme, Ze 9 deli a®. Potom ale 3 deli a a 3 deli b, ¢o je spor s tym, Ze a a b st nesudelitelné.
Takze b musi byt rozne od 9, ¢ize nam staci overit 4 moznosti, kde (a,b) st dvojice (1,3), (2,3), (7,3)
a (14,3). Dosadenim sa lahko presvedéime, Ze tieto Styri dvojice ¢isel a a b vyhovuju zadaniu. Iné
dvojice ¢isel a a b nie st rieSenim, kedze sme ich vylucili v 1. az 3. podmienke.

b) Cisla a a b mozu byt stdelitelné.

Oznac¢me si ich najviacsi spolo¢ny delitel k& (k > 1). Potom plati a = k-2, b = k -y, kde z a y st
nesudelitelné ¢isla. Dosadme a a b:

a 14b k-x 14k-y = 1y

b 9a_k-y+9k-x_y+9x’

¢im sme dostali tlohu, ktort sme riesili v pripade a). Teda studelitelné a a b st rieSenim prave vtedy,

.....

a) mala aspon jedno rieSenie, existuje nekonecne vela studelitelnych a a b, ktoré su riesenim. Budu to
dvojice (k,3k), (2k,3k), (7k,3k) a (14k,3k), kde k je Iubovolné prirodzené ¢islo vicsie ako 1.

Komentar: VacSina z vas nemala s touto tlohou Ziaden problém, pomerne lahko ste odhalili rieSenia.
Obcas sa objavili mensie nepresnosti v argumentacii, za ¢o $li bodiky dole. Viaceri ste tvrdili, ze ak
a deli bc a a nedeli b, tak a deli ¢. K tomu vSak viete najst jednoduchy kontrapriklad, 6 deli 3 - 2
a 6 nedeli 3, ale 6 nedeli ani 2. Teda na to, aby to tvrdenie platilo, je nutny predpoklad, ze a a b
st nestdelitelné. Dalsou nepresnostou bolo tvrdenie, Ze z toho, Ze a a b st nesudelitelné, vyplyva,
ze a nedeli b. Opit jednoduchy kontrapriklad: ¢isla 1 a 5 st nestudelitelné, no 1 deli 5. Treba si
uvedomif, ako je definované nestdelitelnost. Cisla a a b st nestdelitelné, ak maji prave jedného
kladného spolo¢ného delitela (¢islo 1).

3. Tri kobylky sedia v troch vrcholoch stvorca. Kazdi minttu jedna z nich preskoci inti kobylku
a dopadne do bodu, ktory je stredovo siimerny s bodom, v ktorom povodne stala skacuca kobylka
podla bodu, v ktorom sedi preskakovana kobylka. Moze sa niektorej z kobyliek podarif doskakat
do stvrtého vrchola Stvorca?

Opravoval: Marek Dernar Pocet riesitelov: 49
Riesenie:

Kazdy z néas ked uvidi podobné zadanie, tak ur-
Cite ako prvé skusi, ¢i sa ndhodou nedd doskdkat « « « + ¢ o o o o o . . .
do spominaného stvrtého vrchola stvorca. Takze
najprv si umiestnime kobylky do troch vrcholov
nejakého Stvorca (na obrazku je to Stvorec vyzna-
Ceny ciarkovane). KedZze asi nemame k dispozi- * X <+ X < X =
cii naozajstné kobylky (respektive naozajstné ko- . . . . . . __
bylky by sa asi nehybali tak ako by sme chceli :-)),
tak si kobylky znazornime ¢iernymi bodkami a vr-
chol, v ktorom nie je kobylka, krizikom.

Konec¢ne teraz mozeme skusat vymyslat nejaki ¢ x « X ¢ X ¢ X ¢ X + X & X
taktiku, ako by sa niektora kobylka mohla dostat , . . . . . . . . .+ + .« . .
do spominaného stvrtého vrchola Stvorca.

Po chvilke sktiSania v8ak uz sami seba presvedc¢ime, Ze do toho vrcholu sa v skutoc¢nosti dostat neda.
Mame teda tato hypotézu, ktort vSak musime eSte dokézaf.

Pokial sme si pri tom sktiSani poriadne vSimali a zaznacovali body, do ktorych sa kobylky dostali, tak
sme mohli zistif, Ze sa mozu dostat do kazdého z bodov na obrazku vyznadenych bodkami. Taktiez
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sme si mohli v§imnut, Ze sa ziadna z nich nikdy nedostala do bodov na obrazku vyznacenych krizikom
(medzi ktorymi je aj nas stvrty vrchol Stvorca).

Je dolezité poznamenat, Ze nas obrazok by nemal byt ohraniceny, ale mal by vo vSetkych smeroch
rovnako pokracovat dalej. CiZze v tomto rieSeni uvazujeme, Ze mame takito ,mriezku nekonecéne
velki“.

Pokial by sme teda dokazali, Ze kobylky sa nikdy nedostant do ziadneho bodu oznadeného krizikom,
tak by sme mali tlohu vyrieSenti. Na to ndm vSak stac¢i ukdzat, Ze po lubovolnom pocte krokov sa
kobylky budi nachédzat iba v bodoch oznacenych bodkou.

Mbzeme si vSimnuf, Ze obrazok je pekne symetricky, ¢o by sme mohli vyuzit. Kobylky sa pohybuja
pomocou stredovej simernosti, ¢o nam vsak vzhladom na symetriu obrazka hra do karat. Prec¢o? Pre-
toZe nas obrazok je taktiez stredovo simerny podla fubovolného bodu oznaceného bodkou. (Skuste si
premysliet a odovodnit, preco to tak je.) Kedze je obrazok stredovo simerny podla lubovolného bodu
oznaceného bodkou, tak ak by sa kobylky nachadzaji iba na bodoch oznacenych bodkami a niektora
z nich preskodi cez int, tak sko¢i do bodu opif oznaceného bodkou.

Takze na zaciatku st vSetky kobylky v bodoch oznadenych bodkami. Pokial niektora kobylka preskoci
ind, tak sa kobylky opét ocitni v bodoch oznadenych bodkami. Po druhom preskoku sa opit ocitni
v bodoch oznac¢enych bodkami, atd. Cize naozaj by sme uz jednoduchou matematickou indukciou
vedeli ukézat, Ze po lubovolnom pocte krokov sa kobylky budt nachadzat v bodoch oznacdenych bod-
kami. Teda naozaj sa nikdy nedostanti do bodov oznacenych krizikom, teda ani do stvrtého vrchola
povodného Stvorca.

Iné riesenie:

Pri prvom rieseni sme vyuzivali to, ze sme si urobili nejaky obrazok a z neho vycitali rozne vlastnosti
(stredova stimernost podla lubovolného bodu ozna¢eného bodkou). Teraz by sme mohli tento obrazok
skusit presne matematicky popisat, ¢im by sa ndm rieSenie zjednodusilo.

KedZe kobylky skid¢u v rovine, tak by sme si mohli do nej zaviest nejakt siradnicovii stistavu, ¢im by
jednotlivé body boli jednoznacne reprezentované ich stradnicami. Zavedme teda taka karteziansku
suradnicova sustavu, ze 1 jednotka je presne strana Stvorca, na ktorého vrcholoch sii na zaciatku
kobylky, a kobylky nech sti v bodoch o stradniciach [1,0], [0, 1], [1,1]. Otézka zo zadania teraz je, ¢i
sa modze niektord kobylka dostat do bodu [0, 0].

Podme sa teraz pozriet, ¢o sa deje, ak by kobylka A naché-
dzajtca sa v bode [a, b] presko¢ila kobylku X nachédzajicu
sa v bode [z,y] (¢isla a, b, = a y st lubovolné celé ¢isla).
Zrejme by sa suradnice kobylky A zmenili o dvojnasobok
rozdielu stradnic kobyliek B a A (velmi pekne to vidno na
obrazku). Takze kobylka A by nakoniec skonéila v bode Ala, b]

[a+2-(x—a),b+2-(y— D).
KedZe a, b, x a y boli celé ¢isla, tak aj
a+2-(x—a) a b+2-(y—»b)
st celé cisla. Navyse ¢isla 2- (z —a) a 2- (y — b) s parne, ¢iZe zmena oboch stradnic je o parne ¢islo.
To vsak znamend, ze ak bola nejaka stiradnica parna, tak aj ostane parna a ak bola neparna, tak aj
ostane neparna (inak povedané nemeni sa parita suradnic, respektive parita stradnic je invariant).

Na zaciatku st vSetky kobylky v celociselnych stradniciach a kazda z nich ma aspon jednu stradnicu
neparnu, ktord pri preskakovani ostane neparna navzdy. Z toho uz vidime, zZe ziadna z kobyliek sa
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nemoze dostat do ziadneho bodu, ktory ma obe stradnice parne ¢isla, teda ani do bodu [0, 0].

Komentdr: Najcastejsou chybou v rieSeniach bolo to, ze ste urobili podobny obrazok ako pri prvom
rieSeni, zdovodnili, Ze do bodov vyznacenych bodkou sa kobylky mozu dostat a prehlasili, ze do
ostatnych to urcite nejde. Z toho, ze do nejakych bodov sa kobylky dostat vedia vSak eSte nevyplyva,
ze do inych sa dostat nemozu. Taktiez chybou (ktord vas mohla staf stratu jedného bodu) bolo, ak
ste nenapisali, pre¢o bod obrazu v stredovej simernosti m4 stradnice [a +2- (x —a),b+2- (y — b)].

4. Predstavme si Stvor¢ekovi mriezku, ktord méa kazdy Stvorcek ofarbeny bud ¢iernou, alebo bielou
farbou. Hovorime, Ze $tvorcek je ohrozeny, ak mé ¢iernu farbu, v riadku nalavo od neho sa
nachadza nejaky biely §tvoréek a v stlpci nad Stvoréekom sa nachédza nejaky biely stvorcek.

a) Kolko je roznych mriezok 2 x 7, ktoré nemaju ziaden ohrozeny Stvorcek?
b) Kolko je réznych mriezok 2 xn (n je lubovolné prirodzené ¢islo), ktoré nemaju ziaden ohrozeny
stvorcek?

Opravovali: Maja Harcarufkova a Tomas Ludivjansky Pocdet riesitelov: 40
RieSenie:

Zo zadania vyplyva, ze Stvorec nie je ohrozeny, ak plati aspon jedna z nasledujtucich podmienok:
1. Stvorec je biely
2. nad Stvorcom nie je ziadny iny Stvorec alebo iba cierne Stvorce
3. vlavo od neho nie je ni¢ alebo iba Cierne Stvorce

Na zéklade toho je zrejmé, ze Stvorce v hornom rade a v prvom stlpci zlava nemozu byt ohrozené.
Ukézeme, ako mozno néjst vSeobecny vztah pre pocet mriezok typu 2 X n bez ohrozenych Stvorce-
kov. Riesenie bodu ¢asti a) zo zadania potom dostaneme ihned trividlnym dosadenim do vysledného
vztahu n = 7. Este pre tplnost dodajme, Ze budeme uvazovaf mriezku s 2 riadkami a n stipcami
(mo7no aj vymenit riadky so stipcami a teda riesit ta istt ilohu pre mriezku s n riadkami a 2 stip-
cami, rieSenie tlohy ani vysledok by sa tym ale nezmenil).

Pre mriezku 2 x 1 mame celkovo 4 moznosti ako ju ofarbitf. VSetky tieto moznosti nebudi mat ohro-
zeny Stvorec, lebo v kazdom pripade je urcite splnena 3. podmienka. Tento sticet si oznac¢ime ako P;.
Predstavme si mriezku 2 x n. Potom pocet vSetkych moznosti ako ofarbit tito mriezku tak, aby ne-
mala ohrozené stvorce oznacime P,. Pozrime sa teraz na to, ¢o sa stane, ak pridame k tejto mriezke
jeden stlpec sprava. Dostaneme mriezku typu 2 x (n -+ 1) a podet vSetkych moznosti ako ofarbif ttto
mriezku tak, aby nemala ohrozené Stvorce, oznacime P, .

Pridanim stipca sprava vietky stvorce povodnej mriezky nadalej nebudt ohrozené, lebo sa nezmeni
ich farba, ani $tvorec nad nimi, resp. nalavo od nich. TakZe si musime premysliet iba ohrozenie
Stvorcov v stlpci, ktory priddvame. Vrchny Stvorec stipca nemoze byt ohrozeny vdaka 2. podmienke,
teda staci uvazovat spodny Stvorec.

Ak je pridany spodny $tvorec biely, tak vdaka 1. podmienke nie je ohrozeny.

Ak spodny stvorec je Cierny a zaroven sa nad nim nachadza ¢ierny stvorec, tak kvoli 2. podmienke
nie je ohrozeny.

V tychto troch pripadoch sa pocet réznych mriezok bez ohrozenych Stvorcov rovna P, pre kazdé
z nich, ¢o je spolu 3 - P, roznych moznosti.

Ak je spodny $tvorec Cierny a nad nim je biely Stvorec tak, aby nevznikol ohrozeny stvorec, vsetky
Stvorce spodného riadku povodnej mriezky musia byt ¢ierne. V tomto pripade bude splnené asporti 3.
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podmienka. Vrchny riadok moze byt v tomto pripade ofarbeny lubovolnym spésobom. Pocet moznosti
ako zafarbit n hornych Stvorcov je 2". Z toho dostavame, ze pocet mriezok typu 2 x (n + 1) bez
ohrozenyrch §tvorcov spliia vztah

P,y1=3-P,+2"

Tento vzorec eSte upravime tak, aby bolo P, vyjadrené iba v zavislosti od n. Postupne dostdvame:
Pnzg.Pn_1+2n—1 :3.(3.Pn_2+2n—2)+2n—1 -
=3-3-(..(3-4+2)+2) +--- 42" =
:3n—1,4+3n—2,2+3n—1,22_’_._'_’_3‘271—2_}_271_1:
:3n+3n71_’_3n72,2+3n71_22+_._+3.2n72_’_2n71

Mbzeme si teraz vSimnutf podobnost s dobre zndmym vzorcom
an_bn:(a_b).(an71+anf2.b+.“+bnfl)
a jeho pouzitim vieme nas vysledok upravit do konecnej podoby:

—2.3" 2"
3—2

b,

Iné rieSenie:

(podla Maridna Hornidka) Rozoberme dve moznosti:

a) Nech v spodnom riadku sa nenachadza ziaden biely Stvorec. Potom vieme vrchny riadok ofarbit
Tubovolnym spésobom a nedostaneme v takejto mriezke Ziaden ohrozeny Stvorec. Dokopy méame
2™ moznosti pre tento pripad.

b) Nech sa v spodnom riadku nachddza asponi jedno biele policko a nech prvé biele policko zlava

sa nachadza v i-tom stlpci. V prvich i — 1 stipcoch sa nachidzaju iba &ierne §tvorce a teda
ziaden z nich nemoze byt ohrozeny (vdaka 3. podmienke). Stvorce v hornom riadku v prvych
i stlpcoch mozeme teda ofarbif fubovolne bez toho, aby sme dostali ohrozeny stvorec. Tychto
moznosti je celkovo 2.
Ak by sa vo zvysnych n—i stipcoch nachadzal stipec tvaru B/C (biely stvorec nad iernym), tak
spodny §tvorec by bol uréite ohrozeny. Preto sa v poslednych n—i stipcoch méze nachidzat len
stipec typu C/C, C/B alebo B/B. V kazdom z tjchto trochu pripadov nebude spodné policko
ohrozené. Preto zvySok mriezky vieme ofarbit celkovo 3"~% spdsobmi. Celt tabulku potom

i=1

moznosti.

Celkovo teda spolo¢ne s pripadom po a) mame

=1

moznosti. Lahko sa da podobne ako v prvom rieSeni ukazat, ze tento sucet je taktiez rovny 2-3™ — 2.
Specialne pre mriezku 2 x 7 dostdvame 2 - 37 — 27 = 4246 moznosti.

Komentdr: Medzi vasimi rieSeniami sa vyskytlo mnoho zaujimavych a peknych Gvah. Najkrajsie
rieSenia vSak mali Marian Horndk a Mojmir Madis.
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RieSenia 2. série uloh zimného semestra 34. ro¢nika

1. Janko s Marienkou sa hraju s 11 kamienkami. Na zaciatku hry st kamienky na jednej kopke.
Marienka zacina (kedZze Janko je dZzentlmen). Na striedacku bert z kopky 1, 2, 3 alebo 4 kamienky
na svoju kopku, az kym nie je kdpka tplne rozdelena. Vyhrava ten, kto ma po rozdeleni vsetkych
kamienkov na svojej kopke parny pocet kamienkov. Kolko kamienkov mé zobrat na zaciatku
Marienka, aby zarucene vyhrala? Kolko ich mé zobrat, ak je na zac¢iatku v kopke 33 kamienkov?
Nezabudnite svoje tvrdenie poriadne zdovodnit.

Opravovali: Maja Harcarufkova a Tomas Ludivjansky Pocdet riesitelov: 41
Riesenie:

Na to, ¢i mozeme vyhrat, sa budeme divat z pohladu hraca, ktory je na tahu. Do tvahy vSak budeme
brat iba paritu (t.j. parnost alebo neparnost) mnoZstva kamienkov, ktoré zobral pri svojom tahu.
Takto to budeme robit preto, lebo na priebeh tejto hry vplyva iba parita po¢tu kamienkov (u hracov,
resp. na kopke). Budeme uvazovat, Ze na zaciatku hry je na kdpke neparny pocet kamienkov. Takze
az sa hra skon¢i, tak prave jeden hrac¢ bude mat parny pocet kamienkov, ¢ize bude vifazom danej hry.

Ak je na kopke 0 kamienkov, tak uZ nie je ¢o zobrat a hra sa skon¢i. Ak som na tahu a mam péarny
pocet kamienkov, tak som vyhral, ale ak mam neparny pocet, tak som prehral. Takze 0 moézem
oznacit ako prehravajicu poziciu pre hraca, ktory mé neparny pocet kamienkov.

Ak je na kopke 1 kamienok a ja som na tahu, tak ho musim zobrat. Ak mam nepéarny pocet ka-
mienkov, tak pridanim jedného budem mat parny podet, teda vyhram. Ale ak mam parny pocet,
tak naopak prehram. Ttto poziciu si oznac¢ime ako prehravajicu pre hraca, ktory ma parny pocet
kamienkov.

Ak st na kopke 2, 3 alebo 4 kamienky, tak viem vzdy zobrat tolko kamienkov, aby moj stper prehral.
Ak mé stper parny pocet, tak zoberiem tolko, aby ostal 1 kamienok. Pokial by ich mal neparny pocet,
tak zoberiem tolko kamienkov, aby neostal ani jeden, ¢im stpera dostanem do prehravajtcej pozicie.
Stper prehra, teda vitazom som ja (ako hra¢ na tahu). Tieto pozicie su preto vitazné bez ohladu na
to, ¢i mam parny alebo neparny pocet kamienkov.

Ak som na tahu, ked je na kopke 5 kamienkov, tak viem zobraf 1 aZz 4 kamienky a tym dostat stpera
na jednu z pozicii 1 az 4 (pocet kamienkov na kope). Aby som vyhral musim ho dostat na prehrava-
jucu poziciu, ale 1 je jedina prehravajuca pozicia spomedzi nich. Aj to iba ak ma super parny pocet
kamienkov. Pokial by mal neparny pocet kamienkov, tak ho neviem dostat na prehravajicu poziciu,
¢ize ide o vyhernu poziciu pre supera. Tato pozicia je teda prehravajica pre mia (hraca na tahu).
KedZe je ale v hre dokopy neparny pocet zapaliek, tak nutne aj ja mam neparny pocet zépaliek.
Takze tato pozicia je prehravajica pre hraca s neparnym poctom kamienkov.

Ak je na kopke 6 kamienkov, tak po mojom fahu zostane na kopke 2 az 5 kamienkov. Ak mé stper
neparny pocet kamienkov, tak ho posuniem na poziciu 5. Ale ak ma parny pocet kamienkov, tak
ho neviem dostat na prehravajicu poziciu. Na kdpke je totiz parny pocet kamienkov a ja teda mam
neparny pocet kamienkov. Pozicia je prehravajica pre hraca s neparnym poc¢tom kamienkov.

Ak je na kdpke 7 kamienkov, tak po mojom tahu ostane na kopke 3 az 5 kamienkov. Ak mé stper
parny pocet kamienkov, tak ho neviem dostat na prehravajicu poziciu. Pozicia je prehravajica pre

hraca s parnym poctom kamienkov.
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Teraz si vSimnime, Ze pozicie 6 a 7 st rovnaké ako pozicie 0 a 1. Zhoduji sa v parite kamienkov na
kopke aj v tom kto vyhra. Z toho vyplyva, ze argumentéacia pre pozicie 8, 9 a 10 je rovnaka ako pre
pozicie 2, 3, 4 a tak dalej. Vznikol teda vzor, ktory ma dlzku 6 a cyklicky sa opakuje. Pozicie, ktoré
maju rovnaky zvysok po deleni 6, sa zhoduju v parite a aj v tom, kto vyhra a daju sa jednoznacne
urcit podla vzoru.

Takze ak je na zaciatku hry na kopke 11 kamienkov, tak by Marienka mala zobrat 4 kamienky,
pretoze ona aj Janko maju na zaciatku 0 kamienkov, ¢ize parny pocet. Zvysok po deleni 11 je 5, ¢o
je vyhravajtca pozicia pre hraca s parnym poctom kamienkov. Ak Marienka vezme 4 kamienky, tak
tym dostane Janka na prehravajicu poziciu.

Ak je na zaciatku hry na kopke 33 kamienkov, tak Marienka musi zobrat prave 2 kamienky aby
vyhrala, pretoze zvySok po deleni 33 Siestimi je 3 a 3 je vyhravajica pozicia pre hraca s akymkolvek
poctom kamienkov. Totizto je to akoby boli na kopke iba 3 kamienky, o ¢om sme uz ukazali, ze treba
v tomto pripade zobrat 2 kamienky, aby stperovi, ktory méa parny podet, ostal posledny kamienok.

2. Pre aké hodnoty parametra b maju rovnice

200922 + bx + 9002 = 0
900222 + bx + 2009 = 0

spolo¢ny realny koren?
Opravovali: Veronika Kopcova a Marek Dernar Podet riesitelov: 42
RieSenie:

V zadani mame dve kvadratické rovnice s nezndmou x a parametrom b. Taktiez vieme, Ze maju jeden
spolo¢ny koren, ktory si oznacime ako x;. Potom plati:

200923 + by + 9002 = 0
900222 + bz + 2009 = 0

Dostali sme teda ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych. Tato ststavu uz moézeme riesit ndm dobre
zndmymi metédami. Najjednoduchsi sposob je odéitat prva rovnicu od druhej, ¢im dostavame:

699322 — 6993 = 0

3 —1=0
(x14+1)(x1+1)=0
z;=1 alebo z;=-1

Teda spolo¢ny koren rovnic zo zadania je bud 1 alebo —1. My vSak potrebujeme zistit vSetky mozné
hodnoty parametra b. Staci teda do rovnic dosadif spolo¢ny koren x; a dopocitat parameter b.

1. Ak x; = 1, tak dosadime do oboch rovnic koren z; = 1 a dostavame:

2009-124+b-1+4+9002 =0
9002-12+b-1+ 2009 = 0

Z oboch rovnic vyjadrime neznamu b, a teda b = —11011.

2. Ak x1 = —1, tak dosadime do oboch rovnic korenn x; = 1 a dostavame:
2009 - (—1)* 4 b- (—1) + 9002 = 0
9002 - (—1)* +b- (—1) + 2009 = 0

Z oboch rovnic vyjadrime neznamu b, a teda b = 11011.
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Dokazali sme, ze ak maju rovnice spolo¢ny realny koren, tak b = 11011 alebo b = —11011. Pri nasom
rieSeni sme vSak odcitavali dve rovnice, ¢o je dosledkova tprava. Preto by sme mali eSte urobit
skusku spravnosti, ¢i pre najdené hodnoty parametra b maji naozaj rovnice spolo¢ny realny koren.
Na druhej strane mozné hodnoty pre b sme dostali takym sposobom, Ze sme do pévodnych rovnic
dosadili hodnoty ich spolo¢ného korena. Takze pre b = 11011 aj pre b = —11011 maja urcite rovnice
spolo¢ny redlny koren (ten ktory sme tam dosadzovali), a teda zadaniu naozaj vyhovuju.

Komentdr: NajcastejsSou chybou bolo, ze ste sa okamzite pustili do rieSenia stistavy rovnic. Stustavu
rovnic vSak moZzeme riesit iba vtedy, ak nezndma je pre obe rovnice spolocné (rovnaki). V tomto
pripade ju tak moZeme riesit, iba ak si za ti nezndmu zoberieme spolo¢ny koren zadanych kvadra-
tickych rovnic.

Taktiez mnoho rieseni bolo ,,pomocou diskriminantu“, ¢ize vyjadrenim si vSetkych korenov zadanych
kvadratick§ch rovnic. Taky§to typ riesenia viak bol o dost zloZitejsi a zdlhavejsi, a tak sa takmer pri
kazdom z nich nasla nejakd chyba. NajcastejSie ste urobili nejaké dosledkové tpravy, a potom ste
na konci zabudli overif rieSenia skuskou spravnosti (pri dosledkovych tpravach je sktska spravnosti
potrebna).

.....

a C'B tohto trojuholnika ako zakladnami zvonku zostrojime rovnoramenné pravouhlé trojuhol-
niky CAP a CB(@. Vnutri trojuholnika ABC zostrojime bod R tak, aby ARB bol rovnoramenny
pravouhly trojuholnik so zdkladnou AB. Dokazte, ze CQRP je rovnobeznik.

Opravovali: Miska Vrbjarova a Marek Dernar Pocdet riesitelov: 28
Riesenie:

Ako prvé pri rieseni geometrickej tllohy si nacrtneme pekny
obréazok. Pokial chceme o nejakom Stvoruholniku ukazat,
ze je to rovnobeznik, tak mame viacero moznosti. Jedna
z nich je napriklad dokazaf, ze dizky jeho protilahlych
stran su rovnaké.

Podla zadania st trojuholniky ACP, ABR a CB() rov-
noramenné a pravouhlé, teda uhly pri ich zakladniach
budi maf velkost 45°. Takze |4 RAB| = |4 CAP| = 45°,

ale potom z obrazka jasne vidime

|SCAB| = |9 RAB|+|q4 RAC| = |9 CAP|+|94 RAC| = | RAP|. B
Uplne analogicky z | RBA| = |9 CBQ| = 45° dostaneme
|[JCBA| = [9 RBA| + |9 RBC| = [§CBQ| + | RBC| = | RBQ)|.

Pozrime sa teraz eSte na to, ¢o mdZzeme vytazit z faktu, ze tu mame niekolko rovnoramennych pra-
vouhlych trojuholnikov (uz spominané trojuholniky ACP, ABR a C'BQ). KedZe tieto trojuholniky
maji rovnaké velkosti vnttornych uhlov (a to 45°, 45° a 90°), tak s navzdjom podobné (podla vety
uu), ¢ize AACP ~ ANABR ~ ACBQ. Pomery ich odpovedajucich si stran musia byt rovnaké, takze
plati:

|AB|  |BR| _|RA] . |AB| |BR| |RA|

[AC]  [CP|  [PA] |CB|  [BQ| |QC]

Dokazali sme teda, ze plati

|AB|  |RA|

AB| = AP =
SOAB|= [9RAP| & {37 = (5
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¢ize podla vety sus o podobnosti trojuholnikov sa trojuholniky ABC' a ARP podobné (symbolicky
AABC ~ AARP). Taktiez uz mame ukézané

CBA|=|dRBQ| a —= ===,

teda opif podla vety sus st aj trojuholniky ABC a RBQ podobné (symbolicky AABC ~ ARBQ).
Vieme teda, ze trojuholnik ABC' je podobny trojuholnikom ARP aj RBQ), ¢ize tieto tri troju-
holniky maja rovnaké vnutorné uhly, takZze si podobné aj trojuholniky ARP a RBQ (symbolicky
AARP ~ ARBQ). Kedze |AR| = |RB|, tak tieto dva trojuholniky potom musia byt dokonca zhodné
(symbolicky AARP = ARBQ). Z ich zhodnosti potom dostavame

|[RP|=[BQ| =|QC| a [RQ|=[AP|=[PC|.

Tym padom sme dokazali, Ze protilahlé strany v Stvoruholniku CQRP st rovnako dlhé, teda je to
rovnobeznik.

V celom tomto rieSeni sme vSak vychadzali z nasho obrazka. Treba sa preto zamysliet, ¢i nas obrazok
je naozaj ,dobre nakresleny® (¢ize ¢i je korektny vzhladom na zadanie tlohy) a ¢i nemdze nastat
nejaky Specidlny pripad. Kedze trojuholnik ABC' je ostrouhly a mé vSetky vnutorné uhly viicsie ako
45°, tak naozaj bod R lezi vo vnutri trojuholnika. Tym padom mdame naozaj obrazok nakresleny
spravne a zhodnost spominanych stran musi platit. ESte by sme sa mali aj zamysliet, ¢i naozaj
nemoze nastat nejaky Specialny pripad. Jedinym Specidlnym pripadom by bolo, ak by body C, @, R
a P lezali na jednej priamke. Potom by vsak

180° = |9 PCQ| = |3 PCA| + |9 ACB| + |9 BCQ| = 45° + |3 ACB| 4+ 45° = 90° + |9 ACB],

¢ize |94 AC'B| = 90°. To je vSak spor s tym, ze trojuholnik ABC' je ostrouhly.
Teda ziadny Specialny pripad nastat nemoze, ¢ize CQRP je naozaj rovnobeznik.

Komentdr: Uloha nebola zloZitd a velmi vela z vas prislo na spravne rieSenie. Napriek tomu mé
plny pocet bodov malokto. NajcastejSie ste body stratili za to, ked ste zo zhodnosti protilahlych
stran (alebo uhlov) usidili, Ze to musi byt rovnobeznik. To by vSak vo v8eobecnosti neplatilo, kedze
by to este vobec nemusel byt Stvoruholnik. Preto by ste mali aspori jednou vetou spomenif, Ze to
stvoruholnik naozaj je.

4. Rovnica 23 — 622 4+ 5z — 1 = 0 mé tri redlne korene a, b a ¢, pricom a < b < c.
a) Uréte hodnotu a® + b° + ¢°.
b) Ukédzte, Ze ¢&islo ¢ je blizsie k svojmu najbliz§iemu celému ¢islu, ako ¢islo 2% k svojmu
najblizsiemu celému c¢islu.

Opravovali: Jakub Sedlak a Tomas Lucivjansky Podet riesitelov: 17
Riesenie:

Je zname, ze kazd4 kubickd rovnica mé prave tri korene. Vo vSeobecnosti mozZe nastat situacia, Ze
dva z tychto korenov st komplexné ¢isla. To ale nie je pripad nasej rovnice zo zadania. Tato rovnica
ma prave tri redlne korene a tento fakt v rieseni vyuzijeme.

V d&asti a) je ulohou ndjst hodnotu vyrazu a® + 0° + ¢>. Ak by sme vedeli n4jst hodnoty koretiov
a, b, ¢ nebol by zZiaden problém vy¢islit tento vyraz. Napriek tomu, Ze v tomto priklade je mozné
urcit tieto korene len priblizne, je mozné ur¢it hodnotu hladaného vyrazu tplne presne! Niektori
z vas sa pokusili uréit hodnoty korerov a, b, ¢ pomocou numerickych metéd. Musime podotknit, Ze
v takomto pripade je nutné uviest aj nazov spominanej metédy, aby bolo mozné overit vas vypocet.
V takomto pripade ale aj tak vzdy dospejeme len k priblizne spravnemu uréeniu hodnoty a®+b° +¢?,
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preto za takyto postup nie je mozné ziskat plny pocet bodov.

Ako ale dospiet k spravnemu vy¢isleniu daného vyrazu, ak nepozname hodnoty a, b, ¢? Klic¢ovym
sa javi pouzite Vietovych vztahov. Podme sa teda pozriet na to, ¢o ndm hovoria. Vietove vztahy
vyplyvaja z porovnania daného polynému a polynému vzniknutého roznasobenim zatvoriek v tvare
sucinu korenovych ¢initelov danej polynomickej funkcie. Pre nas polyném preto mame

2* — 622 +52—1=(z—a)(x—b)(x—c)=2"+(—a—b—c)ax* + (ab+ bc + ab)x + (—abe),
z ¢oho porovnanim ¢lenov pri rovnakych mocninach z plynie
a+b+c=6, ab+ac+bc=5 a abc=1.

Toto st jediné vyrazy, ktorych hodnotu pozndme a vyuzijeme ich k ndjdeniu hodnoty vyrazu a® +
b’ +c°. K tejto hodnote sa d4 dopracovat viacerymi moznostami. My budeme postupovat nasledovne:
Definujme si postupnost s, = a™ + b" + ¢" a uréime pre nu rekurentny vzfah (to znamena vztah
pomocou ktorého budeme vediet uréit kazdy dalsi ¢len postupnosti na zaklade znalosti predoslych
¢lenov). Je mozné si v8imnut, Ze s, sa d& postupne zapisaf v tvare:

a + b+ = (a+b+c)(a" b"*1 + A = ("t +acd" Tt +ba" T + bc"*1 +ca" 4"t =
=(a+b+c)sy1 —ab(a" 2 +0"2) —be(b" 2 +"?) —ca(c"? +a"?) =
=(a+b+c)sp_1 — absp_y — bCSp_y — aCSp_g + abc™* + bea" " + ach™* =
= (a+b+¢)sy_y — (ab+ b+ ca)s,_g + abe(c> + a2 + ") =

( )

Sn—1 — (ab+bc + ca)s, s + (abc)s,_3 (dobre si rozmyslite jednotlivé tipravy)
Dostavame teda vysledny vztah
Sp = (a+ b+ c)sp_1 — (ab+ ac+ bc)s,_o + (abc)s,_s.
KedZe hodnoty vyrazov v zatvorkich pozndme, rekurentny vztah pre s, vieme zapisat v tvare
Sp = 68,1 — 5Sy_o + Sp_3.

Ak teda budeme poznat prvé 3 ¢leny postupnosti {s,}°°,, budeme vediet urcit kazdy jej dalsi ¢len.
Evidentne ale sy = 3, s; = 6 (z Vietovych vztahov) a s si vieme dopocitat zo vztahu

36 =6=(a+b+c)*=a’+ b+ +2(ab+ ac+ bc) = a* + b* 4 * + 10,

Teda sy = 26. Teraz si uz jednoducho dopoc¢itame dalSie ¢leny postupnosti s,. Postupne méame
s3 = 129, s4 = 650 a s5 = 3281, ¢o bolo potrebné vypocitat. Za tuto ¢ast ste mohli ziskat celkovo
4 body.

Predtym, ako za¢neme riesit cast b), si vSimnime jednu dolezitt skutocnost. Vsetky ¢leny sg, s1, ... S5
su celé ¢isla. Je to ndhoda alebo je kazdy ¢len tejto postupnosti celé ¢islo? V rekurentnom vztahu pre
S, vystupuju ako koeficienty pri s,,_o, S,—1 a S,_3 iba celé ¢isla. KedZe aj prvé tri ¢leny postupnosti
S, su celé ¢isla, je zrejmé, Ze vSetky nasledujtce ¢leny buda taktiez celé ¢isla. Preto vieme povedat,
ze

2003 4 b2003 2003 : 2004 T b2004 —|—C2004

a +c = S003 @aa) a = 82004

su urcite celé cisla.

Pokutisme sa teraz zistit nieco o korenoch danej rovnice. Pozrime sa na dani rovnicu ako na polyno-
mick funkciu. Oznacéme si ju f, teda f(z) = 2° —62?+5x— 1. Korene a, b, ¢ st nulovymi bodmi tejto
funkcie. Skiisme odhadnut ich hodnoty a uvidime, ¢o z toho dostaneme. Dant funkciu si prepiSeme
do tvaru f(z) = 23 — 622 +5x — 1 = z(x — 1)(z —5) — 1. Z tohto zapisu vidime, Ze v bodoch 0, 1 a 5
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je hodnota funkcie rovna —1. KedZze f(3) = 3, lahko moZeme vidiet, Ze korene a, b € (0,1). Taktiez
mozeme s istotou tvrdit, Ze ¢ € (5,00), pretoze s rastiicou hodnotou = sa hodnota f(x) neustale
zvicsuje, Cize v niektorom bode vicSom ako 5 graf funkcie f urcite pretne os z. Tento bod bude
koreniom ¢ (zo zadania vieme, Ze korene danej rovnice st podla velkosti zoradené v poradi a < b < ¢).
Odhadnime horné ohranicenie pre a a b. Za tymto ucelom vypocitajme hodnoty funkcie f(z) pre
niektoré vybrané hodnoty x € (0,1). Dostavame:

£(0.3) = —0.013 < 0
£(0.4) =0.104 > 0
£(0.5) = 0.125 > 0
£(0.6) = 0.056 > 0
£(0.7) = —0.097 < 0.

Na zéklade toho mdZzeme tvrdif, Ze 0.3 < a < 0.4 < 0.6 <b < 0.7, ¢ize 0 < a < b < 0.7. KedZe a aj
b st kladné &isla, tak z vlastnosti mocninovej funkcie vyplyva, ze 0 < a?°03 < 2903 < (.72903 Navyse
plat, Ze 0,729 < 1 (Tahko vidief z toho, ze uz 0.7 = 0.49 < 3, teda uz 0.7* < 5 = 7). Preto urdite

a2003 4 b2003 < %

KedZe sme ukazali, Ze s,, je celé ¢islo pre kazdé n a a?°03 + 4209 < %, najblizsie celé &islo k ¢2°%3 je s9003

a je od neho vzdialené o hodnotu a9 + 5?°%3, Z vlastnosti exponencialnej funkcie taktiez vyplyva,
7e pre vietky a, b € (0,1) je a?0% + 5?90 < 2093 4 2003 Podobne plati, Ze najblizsie celé ¢islo k 290
je sa004 @ je od neho vzdialené o hodnotu a?%* + %4, Pretoze je a?°%* + p?°%* < 2903 4 2903 &islo
c?%% je k svojmu najblizsiemu celému &slu blizsie ako &slo cogo3 k svojmu najbliziemu celému &slu,
¢o bolo potrebné dokézat.
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Konec¢né poradie Zimného semestra 34. roc¢nika

P. Meno a priezvisko Trieda Skola, 1. 2. 3. 4.]1. 2. 3. 4. | H|CS
1. Martin Vodicka Kvinta GAlggKE |9 9 9 919 9 8 9]-1|289
2. Klara Fickova 2. A GPostKE |8 9 9 419 9 8 4|0 78
3. Rébert Téth Oktava GAlggKE |7 9 9 914 9 8 9|1 |75
4. Maridn Hornak 2.B GParoNR |8 6 9 9|19 8 8 - |3 |74
5. Déavid Hvizdos 2. A GPostKE |5 8 9 9|7 8 8 - |[0|T71
6. Jana Baranova Oktava GAlggKE |9 9 9 3|7 9 9 5|1]|68
7. Michal Kopf 2. A GSlezCZ |7 8 9 1]- 8 8 80|65
Radovan Hnatic 2. A GPostKE | 8 6 8 -6 9 8 4 |-1|65
9. Viktor Szabados 3.B GGrosBA |9 9 9 - |8 8 6 - |-1|64
Martin Bachraty 4. B GOkruZA |8 6 9 9|4 9 7 3|1]64
11. Monika Zlaczka 3. A GPostKE |7 7 9 1|7 8 9 10|63
12. Matus Stehlik Septima GAlggKE |9 9 9 919 8 - -1]10|62
13. | Miroslav Stankovic 9. A ZKro4dKE |8 - 7 912 7 9 -10]60
Daniela Harcarufkova 2. A GPostKE |9 8 4 719 7 1 - 10160
Denisa Muthova 3. A GRuziZA |8 8 7 -8 8 7 -/0/60
16. Petra Zibrinova 3.D GMudrPO |8 7 3 9|4 8 8 1|0]59
17. Tomas Babej 3. A GPostKE |9 7 6 2|4 8 8 4|0]58
18. Kristina Fagulova 2. A GPostKE | 8 8 9 1|5 8 3 - |0]|55
19. Jan Jursa 9. A ZKrodKE |8 9 8 -4 8 - -]10]54
Dominik Csiba Septima A | GTepIBA |9 7 9 5|19 8 - -|10]| 54
Peter MiloSovi¢ 3. A GPostKE |9 8 6 1|4 8 8 - |0/|54
22. Miroslava Vaskova 3.D GMudrPO |6 5 2 9|5 8 7 -]0]52
23. Matej Vecerik Septima A | GTep]BA |4 8 7 - |7 7 7 -|0]51
24. | Barbora Marencakova Sexta GKukuPP |7 8 4 0|7 8 - 0 | 48
25. Zuzana Baxova 2. E GlmajTN |6 5 7 -4 7 6 - |0]47
26. Ivana Gaskova Sexta GAlggKE (9 9 - 14 9 - 10|46
27. Jakub Safin 1. G GMasaMI | - 2 8 1|6 3 7 2|0 |44
28. Mojmir Majdis 4. B GHvieDK |9 9 8 9|- - - - |1]|43
Ivana Laukova Oktava A | GLettMT |9 9 4 0|9 8 4 -0 |43
30. Jakub Rybak 3.C GKukuPP |8 9 4 0|9 7 -1 041
Daniel Till 2. A GPostKE |7 8 4 -4 7 - - 10|41
32. Ladislav Baco 4. A GPostKE |7 9 8 9 |- - - - 10|40
33. Zuzana Coculovéa 4. A GPostKE |8 7 2 14 8 8 -/[0]39
34. Vladimir Macko 1. A GHronZV (4 - 9 - |2 7 - - 10| 38
35. Ladislav Hovan 3. A GExndKE |6 7 8 -2 8 - - |0]|37
36. Lucia Magurova 1. A GPostKE |7 3 1 1|3 6 2 0|0] 36
37. Miloslav Homer 2. A GPostKE |9 6 2 1|3 5 - - /10|35
Filip Stripaj 9. A ZKrodKE |4 4 2 -4 8 - 1|01 35
39. Frantisek Lami 1. A GPostKE |9 9 4 3 |- - - -0/ 34
40. Pavol Koprda Sexta A GHvieTT |5 9 - 12 7 - -1]10]31
41. Jakub Kocak 3.D GKomeHE |8 6 9 1| - - -1071]30
42. Tuan Anh Le Septima | GGrosBA |9 6 8 - - - -101]29
43. Monika Valkova Oktava GAlggKE |8 9 9 - |- - - -101|26
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P. | Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4.|1. 2 H| CS
44. Martin Homa 1. A GPostKE |9 1 4 2| - - 01 25
45. Adam Midlik 8. A GMudrPO |7 9 8 - |- - 0| 24
46. | Veronika Melosova Kvinta GStwBR |2 3 2 1|1 4 0] 21
47. Jozef Lami 2. A GPostKE |8 3 - 3| - - 0| 17
48. Michal Anderle Sexta GHaliLC |8 4 - - | - - 01 16
49. David Luptak 1.F GTajoBB {3 1 2 1|0 6 0] 14
50. Viktor Popovic¢ Oktava A | GMudrPO | 8 - 4 - | - - 0] 12

Daniela Pellerova | Kvinta A | GGrosBA | - - - - 14 8 0| 12

52. | Daésa Krasnayova Septima | GAlegjKE |8 - - 3 - 0] 11
Jakub Kires 2. A GPostKE |0 2 - 1| - 7 0|11

54. Rébert Solarik 1. A GPostKE |5 - - - | - - 0| 10
Ivana Sopatova 1. A GPostKE | - - - -0 5 0| 10

56. | Kamila Styrakova 4. B GHvieDK | 9 - - - | - 0] 9
57. Jakub Salagovi¢ Sexta GAlgjKE |8 - - - | - - 0] 8
Veronika Kolvekova 2. A GPostKE |6 1 - - |- - 0] 8

59. Jana Kizikova 1. A GPostKE |1 1 2 1] - - 0] 7
60. Jan Dudic 1. A GPostKE | - - 2 0|0 - 0| 6
61. Peter Jurco 1. A GPostKE |1 - 1 1] - - 0] 4
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Pohar konstruktérov Zimného semestra 34. ro¢énika

P. Skratka Skola P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnazium Postova 9 042 52 Kosice 23 | 827
2. | GAlejJKE Gymnézium Alejova 1 041 49 Kosice 8 385
3. | ZKro4dKE Zakladnéa skola Krosnianska 4 040 22 Kosice 3 149
4. | GMudrPO Gymnéazium J. A. Raymana Mudronova 20 080 01 Presov 4 147
5. | GGrosBA Gymnéazium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 3 105
GTeplBA Gymnéazium Teplicka 7 831 02 Bratislava 3 2 105
7. | GKukuPP Gymnazium Kukuc¢inova 058 39 Poprad 2 89
8. | GParoNR Gymnézium Parovska 1 950 50 Nitra 1 74
9. GSlezCZ Slezské Gymnazium Zamecky okruh 29 NULL Opava 1 65
10. | GOkruZA Gymnézium Velka okruzna 22 011 09 Zilina, 1 64
11. | GRuziZA Gymnézium bilingvalne T. Ruzicku 3 010 01 Zilina 1 60
12. | GHvieDK | Gymnéazium P.O.H. Hviezdoslavovo namestie 18 026 24 Dolny Kubin | 2 52
13. | G1majTN Gymnézium 1. maja 2 911 01 Trencin 1 47
14. | GMasaMI Gymnézium Pavla Horova Masarykova 1 071 79 Michalovce 1 44
15. | GLettMT Gymnézium J. Lettricha 036 01 Martin 1 43
16. | GHronZV Gymnéazium Hronska 1467/3 960 01 Zvolen 1 38
17. | GExndKE Gymnéazium Exnarova 10 040 22 Kosice 1 37
18. | GHvieTT Gymnézium Angely Merici Hviezdoslavova 10 917 01 Trnava 1 31
19. | GKomeHE Gymnéz. gen. L. Svobodu Komenského 4 066 51 Humenné 1 30
20. | GStarBR Gymnézium Sttrova 13 977 01 Brezno 1 21
21. | GHaliLC Gymnazium Hali¢ska cesta 9 984 03 Lucenec 1 16
22. | GTajoBB Gymnéazium J. G. Tajovského 25 974 01 Banska Bystrica 1 14

Za podporu a spolupriacu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kogiciach
e Agentire na podporu vyskumu a vyvoja
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